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  à mes parents
«La méthode scientifique exige de l’objectivité et du réalisme,
elle requiert que l’individu regarde le monde tel qu’il est, sans
se laisser influencer par ses désirs et par ses peurs, qu’il fasse
preuve d’humilité envers les données de la réalité et qu’il re-
nonce à tout espoir d’omnipotence et d’omniscience.»
        Erich Fromm, Le coeur de l’homme

Version abrégée
Le positionnement et l’assemblage de très haute précision, ainsi que le micro-usinage, requièrent des ma-
nipulateurs dédiés. Ces manipulateurs doivent présenter une bonne répétabilité et une bonne précision
de positionnement sur plusieurs degrés de liberté (ddl). Afin d’atteindre des temps de cycle réduits aussi
bien qu’une bonne robustesse vis à vis des perturbations extérieures, des performances dynamiques éle-
vées sont recherchées. Ce travail traite de la conception de robots à articulations flexibles (également ap-
pelées articulations élastiques) dans le but d’atteindre des répétabilités de positionnement d’ordre
nanométrique et les caractéristiques dynamiques désirées.
L’état de l’art est présenté dans plusieurs domaines en rapport étroit avec le sujet traité : dimensionne-
ment des articulations élastiques, conception des liaisons, utilisation des cinématiques parallèles en ro-
botique de haute précision, modélisation dynamique et commande des structures à articulations
élastiques.
Une méthodologie de conception propose une démarche à suivre lors du développement d’un robot. Les
différentes phases de la conception sont détaillées et commentées.
Une étude du dimensionnement des articulations élémentaires permet d’introduire le concept d’articula-
tions fonctionnellement équivalentes. Ce concept consiste à définir un critère de comparaison pour les
articulations élémentaires. L’idée est de comparer des éléments dans lesquels la contrainte atteint la va-
leur maximale admissible pour un déplacement donné.
Les propriétés des liaisons à articulations élastiques (matrices de raideur et de compliance, précision de
positionnement, fréquences et formes propres) déterminent leur comportement. Ces propriétés dépen-
dent des choix du profil des articulations, de la géométrie des masses et du matériau.
Les liens entre une structure, son modèle dynamique et la commande sont étudiés. Plusieurs exemples
montrent l’influence des propriétés mécaniques des structures choisies.
Deux systèmes ont été conçus afin de mettre en évidence les points critiques de la conception et de la
commande des robots de haute précision à articulations élastiques. Le premier système est un guidage à
lames parallèles qui illustre, pour un système à un ddl, l’importance de l’identification, des sensibilités,
des algorithmes de commande, des quantifications (de la commande et de la mesure) et de l’échantillon-
nage.
Le second système est un robot parallèle à 3 ddl utilisé comme machine dédiée à la micro électro-érosion.
Les propriétés et caractéristiques de ce robot sont illustrées.
Certains aspects connexes aux études proposées dans ce travail font actuellement l’objet de travaux de
thèse au Laboratoire de Systèmes Robotiques (LSRO) à l’EPFL. Il s’agit en particulier de la question du
choix d’une cinématique et le problème du calibrage de robots de très haute précision. D’autres ques-
tions, comme l’identification, pourraient encore être approfondies.
Ce travail propose une vision d’ensemble des différentes étapes de la conception d’un robot parallèle de
très haute précision à articulations élastiques.

Abstract
High precision positionning and assembly as well as micro-machining require dedicated devices. These
devices have to provide high repeatability and precision on several degrees of freedom (dof). High dy-
namic characteristics are also sought to reach short task execution time and a good robustness. This work
shows how to design parallel robots with flexure joints that allow nanometric positionning repeatability
and high dynamics.
After a description of the state of the art, a design methodology is proposed. The state of the art is focused
on several topics (analyses and design of flexure joints, parallel micro-robots, dynamic and control of
high precision dynamic devices). The methodology guides the engineer through the different design-
steps. 
The design of elementary flexures is studied and the concept of functionaly equivalent flexures is given.
This concept consists in a comparison criterion for elementary flexures. The idea is to compare elements
that allow a given displacement (for instance a bending angle) at maximal stress.
The caracteristics of flexure joints are described. Stiffness and compliance matrix, accurary, eigen-fre-
quencies and eigen-modes determine the behaviour of a joint. The flexure profile, mass-geometry and
material choices are analysed.
The links between a structure, its dynamic model and the controller are investigated. Several examples
are proposed to assess the effect of the mechanical properties of the chosen structures.
Two devices have been built to emphasize important issues encountered in the design and control of high
precision flexure robots. The first one is a linear stage that highlights the importance of identification,
sensitivities, algorithms, quantifications (control and mesure) and sampling on a single dof structure.
The second one is a 3 dof parallel robot used as a micro electro-discharge machine. The properties and
caracteristics of this robot are illustrated.
Some questions like the calibration or the choice of the kinematics are still open.
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1Introduction
Ce travail de thèse propose une approche globale de la conception de robots parallèles de petite taille et
de très haute précision dont la structure mécanique est composée de liaisons flexibles (appelées égale-
ment liaisons à articulations élastiques1). Ce type de robot apporte des solutions à de nombreux problè-
mes de micro-positionnement, de micro-usinage ou de micro-assemblage.
Les liaisons à articulations élastiques sont particulièrement adaptées à la réalisation de mécanismes à
plusieurs degrés de liberté (ddl.) disposant de courses de quelques millimètres ou/et quelques degrés
pour une résolution de quelques nanomètres ou/et quelques dizaines de micro-radians. L'absence de con-
tact entre les pièces amène une absence de jeu et d'usure. Pour les mêmes raisons, une absence de frot-
tement sec élimine le phénomène de stick-slip. L'utilisation d'actionneurs électromagnétiques en
entraînement direct et de capteurs sans contact permet de conserver les avantages de ces structures.
Plusieurs points sont abordés dans cette introduction :
• une vue d’ensemble de la structure des robots étudiés,
• une explication des choix technologiques effectués,
• le postulat, les contributions et les originalités de ce travail,
• les applications visées par ce type de robots,
• l’organisation de la thèse.
1.1  - Terminologie
Un robot est composé :
• d’une structure mécanique à plusieurs degrés de liberté,
• d’une commande qui génère des consignes pour les actionneurs en fonction des tâches à effectuer et 
des mesures,
• d’un ensemble de composants qui jouent le rôle d’interface entre la commande et la mécanique.
Le but du robot est de réaliser différentes tâches selon un programme déterminé, facilement modifiable.
Les spécificités des structures mécaniques étudiées dans cette thèse sont d’avoir une cinématique paral-
lèle et d’être conçues à partir d’articulations élastiques. La commande utilisée pour les applications pro-
posées est une commande basée PC sous Windows, le temps réel étant géré par l’extension RTX. La
figure ci-dessous montre la structure d’un robot du type de ceux étudiés dans ce travail (cf. figure 1.1).
1. La dénomination liaison à articulations élastiques est préférée à celle de liaison flexible (ou à articula-
tions flexibles) dans ce travail pour plusieurs raisons :
- le phénomène physique à l’oeuvre dans ce type de liaison est l’élasticité ;
- la dénomination flexible fait appel à la flexion qui est un cas particulier (bien que majoritairement ren-
contré) de sollicitation des articulations.
Les termes anglais les plus employés sont «flexure» et dans une moindre mesure «elastic mechanism».
2 Introduction Figure 1.1: Structure type d’un robot à articulations élastiques.
1.2  - Explication des choix technologiques
1.2.1 - Choix d’une cinématique à un étage
L’un des moyens pour obtenir une très grande répétabilité de positionnement sur une course importante
est de superposer un mécanisme permettant une approche «grossière» sur une grande course (à quelques
microns près sur plusieurs dizaines de centimètres) et un mécanisme permettant sur une faible course (de
quelques microns à quelques dizaines de microns) d’atteindre la finesse de positionnement voulue. On
parle alors d’un système de positionnement «macro/micro» ou de système à deux étages [Hodac 1999].
Ces systèmes nécessitent l’utilisation de deux technologies complémentaires. Le cas le plus souvent ren-
contré est celui d’un étage macro (généralement un mécanisme à guidages roulants) associé à un étage
micro, basé sur l’utilisation de piezo-actionneurs.
Pour des courses allant jusqu’à quelques millimètres, il est possible de concevoir des systèmes à un seul
étage. Le développement de robots à un étage est motivé essentiellement par une baisse des coûts et une
simplification du système. On évite ainsi une redondance de capteurs et d’actionneurs. Le choix de n’uti-
liser qu’une technologie engendre par contre certaines limites.
Le tableau 1.1 résume les principaux avantages et inconvénients des deux types de systèmes.
Chapitre 1 3Deux solutions ont été principalement choisies pour réaliser des robots de très haute précision à plusieurs
degrés de liberté et à un étage. La première consiste à utiliser des actionneurs piezo-électriques de type
Stick and Slip [Breguet 1998] (qui font souvent office de guidage) et l’autre d’utiliser des articulations
élastiques et des actionneurs électro-magnétiques. C’est cette dernière solution qui est développée dans
la suite de ce travail.
1.2.2 - Choix des articulations élastiques
Les articulations élastiques sont couramment employées dans des domaines tels que les instruments de
mesure, les mécanismes pour l’espace, les instruments optiques ainsi que dans des mécanismes de posi-
tionnement [Smith 1992]. Les articulations élastiques sont souvent employées lorsque la précision des
éléments de construction traditionnels est dépassée. Le but lors de la conception d’une articulation élas-
tique est de relier deux solides en autorisant certains mouvements (donc en bloquant les autres). Pour des
robots de haute précision, l’utilisation d’articulations élastiques présente plusieurs avantages et inconvé-
nients.
Les principaux avantages sont les suivants :
• ces articulations sont faciles à assembler
• elles ne présentent ni usure ni émission de particules, du fait de l’absence de frottement sec
• les mécanismes à articulations élastiques sont des mécanismes sans jeu
• la durée de vie est liée au phénomène de fatigue qui est prédictible
• il est possible de concevoir plusieurs pièces reliées par des articulations à partir d’un seul bloc de
matière première, ceci est couramment appelé conception monolithique
• il est facile d’intégrer des amplificateurs de mouvements ou de forces
• les déplacements sont doux et continus, et ce, jusqu’à des déplacements d’ordre nanométrique
Du point de vue des limites ou des désavantages :
• les mouvements obtenus sont rarement cinématiquement purs
• les courses admissibles sont limitées
• les raideurs dans les directions des mouvements imposent d’exercer des efforts continus pour main-
tenir une position excentrée
avantages - grandes courses
- empilement de solutions standard
- prix





- difficultés pour concevoir des sys-
tèmes multi-ddl.
- courses limitées à quelques mm
- méthode de conception peu con-
nue
Tableau 1.1: Principaux avantages et inconvénients des systèmes à 1 ou 2 étages.
4 Introduction1.2.3 - Choix des cinématiques parallèles
Les cinématiques parallèles sont constituées d’une plate-forme mobile reliée au bâti par plusieurs chaî-
nes cinématiques. Ceci apporte plusieurs avantages, dont :
• une rigidité importante
• la possibilité de lier les actionneurs au bâti et donc d’alléger la structure mobile (meilleure dynami-
que)
Les inconvénients de ces cinématiques sont les suivants :
• modélisation géométrique nécessaire et relativement complexe
• rapport volume de travail / encombrement machine légèrement défavorable en comparaison des
machines sérielles
1.3  - Motivations
Ce travail de thèse a pour origine les difficultés rencontrées lors de la commande du premier prototype
du robot à articulations élastiques et à trois degrés de liberté Delta cube (Delta3) [Bacher 2000]. Hollis
rapporte avoir rencontré des difficultés semblables avec une structure à deux degrés de liberté [Hollis
1985]. La conception et le dimensionnement du premier prototype du robot Delta3 s’est fait d’après des
critères essentiellement statiques (courses, contraintes, raideurs). Des analyses effectuées pour augmen-
ter les performances de la structure contrôlée ont montré le rôle central joué par la dynamique dans la
conception et la commande de robots à articulations élastiques. Dans le cas du premier prototype du ro-
bot Delta3, plusieurs modes de vibration présentaient des fréquences propres trop faibles par rapport aux
performances attendues (cf. figure 1.2). La première idée a été de contourner ce problème par le biais de
la commande ; les résultats n’ont pas été concluants.
 Figure 1.2: Premier prototype du robot Delta3 (à gauche) et 4ème mode propre de vibration de cette 
structure (à droite); la fréquence de ce mode (200 Hz) limite les performances en boucle fermée.
Chapitre 1 5Des techniques de contrôle ont été proposées dans les années 1990 afin de pouvoir commander des struc-
tures du type «bras flexible». L’objectif était alors d’atténuer les vibrations provoquées par les mouve-
ments de ces bras [Singer 1990, Book 1993, Gawronski 1997]. Les modes de vibration rencontrés sur
les structures étudiées étaient relativement simples à caractériser (généralement 1er mode de flexion du
bras ou élasticité d’une liaison). Les modes de vibration des structures parallèles à articulations élasti-
ques sont plus complexes à identifier. Une étude approfondie de la dynamique des robots parallèles à
articulations élastiques était donc nécessaire pour concevoir des couples structure-commande qui soient
accordés aux performances désirées. La dynamique des structures permet de faire le pont entre la con-
ception mécanique et la commande du système. Elle sera donc logiquement le fil conducteur de ce tra-
vail.
1.4  - Postulat, contributions et originalités
1.4.1 - Postulat
Le principal objectif de cette thèse est le suivant :
Etablir une méthode de conception globale des robots à articulations élastiques dédiés à des tâches
qui requièrent une haute précision et/ou une dynamique élevée.
La conception des robots telle qu’elle est comprise dans ce travail va du choix d’une cinématique à la
conception de la commande.
Le postulat suivant peut être formulé :
Par une démarche systématique s’appuyant sur un ensemble de règles déterminées, il
est possible de concevoir des robots de haute précision (quelques nanomètres ou quel-
ques dizaines de micro-radians) et de haute dynamique (quelques centaines de Herz
de bande passante). La démarche suivie permet d’accorder les propriétés d’une struc-
ture parallèle à articulations élastiques ainsi que celles de sa commande à un cahier
des charges donné.
1.4.2 - Contributions
Les principales contributions de ce travail de thèse sont les suivantes :
Une méthode globale de conception. Cet outil permet à l’ingénieur de mieux structurer les diffé-
rentes étapes de la conception d’un robot de haute précision. Il permet d’autre part de raccourcir la durée
de développement du prototype.
Etude des liens entre les articulations élastiques et les caractéristiques dynamiques des
mécanismes conçus.  Les articulations élastiques sont des éléments complexes dont le dimensionne-
ment fait intervenir un nombre important de contraintes et de paramètres. La complexité de ces éléments
permet de laisser des degrés de liberté ouverts (du point de vue du choix des paramètres) et de les déter-
miner en fonction d’autres étapes de conception (introduction de la notion importante d’articulations
fonctionnellement équivalentes). Les articulations élastiques sont reliées entre elles par des solides con-
sidérés comme rigides. Les articulations élastiques déterminent donc en grande partie la rigidité d’un
mécanisme et ont de ce fait une grande influence sur ses caractéristiques modales.
Etablissement et utilisation de modèles dynamiques.  Les problèmes posés par la recherche de
6 Introductionhautes performances sont, hormis le problème du calibrage et celui des modèles géométriques, essentiel-
lement de nature dynamique. Plusieurs exemples de passage entre les analyses en mécanique des struc-
tures et les modèles mathématiques pour la commande sont données. L’utilisation et les limites de ces
modèles sont traitées.
Comparaison d’algorithmes de commande dans le domaine de la très haute précision. La
recherche de performances élevées en boucle fermée nécessite de contrôler le (ou les) premier(s) mo-
de(s) propre(s) d'un mécanisme réversible, sans exciter les modes d'ordre plus élevé. Les études compa-
ratives de différents types de commande dans le domaine de la très haute précision sont pratiquement
inexistantes. L’une des contributions de cette thèse est de mettre en évidence les propriétés des comman-
des considérées.
Réalisations. Plusieurs réalisations sont présentées. Première réalisation, un guidage de test qui a per-
mis d’expérimenter différents algorithmes de réglage. Seconde réalisation, le robot Delta3 (à 3 degrés de
liberté), dont la conception et la commande sont détaillées. Les réalisations permettent de comprendre
la sensibilité des performances à plusieurs paramètres : convertisseurs N/A, amplificateurs, bruits de me-
sures.
1.4.3 - Originalités
L'originalité de ce travail tient essentiellement à l'approche globale de la problématique posée, ainsi qu'à
l'étude des interactions entre la conception mécanique et la commande. Cette approche, qui apporte une
vue d’ensemble de la conception d’un robot, permet d'explorer des domaines peu abordés et de répondre
en partie à plusieurs questions importantes :
• Comment concevoir au mieux un mécanisme en vue du contrôle ?
• Quelles performances attendre d'un système donné ?
• Qu'est-ce qui limite les performances obtenues (modes propres de la structure, quantifications, déri-
vations…) ?
Le second point original de ce travail est de permettre, par une compréhension approfondie des systèmes
étudiés, d'atteindre deux objectifs complexes : une très haute précision et des caractéristiques dynami-
ques élevées.
1.5  - Applications
1.5.1 - Sciences du vivant
L’orientation actuelle des recherches dans le domaine des sciences du vivant implique l’utilisation
d’outils de plus en plus sophistiqués. Les tâches de pénétration de cellules (par exemple insémination
artificielle) ou d’analyse (diagnostique pré-implantatoire, électro-physiologie, ...) demandent d’effectuer
des manipulations avec une précision d’ordre micrométrique dans un temps relativement court. L’auto-
matisation partielle de ce type de tâche est fortement demandée (cf. figure 1.3).
Appliquée aux sciences du vivant, la technique de manipulation et de capture de cellules par laser pro-
vient de la microscopie. L’orientation du laser est souvent effectuée par un miroir monté sur un méca-
nisme à articulations élastiques à 2 ddl (degrés de liberté) dit «tip-tilt» dont les rotations ont pour centre
l’axe optique (gimbal mounted mirror).
L’évolution des pratiques dans le domaine des sciences du vivant laisse à penser qu’une amélioration
Chapitre 1 7sensible du confort et de la précision des manipulations pourrait être apportée par des robots semblables
à ceux proposés dans ce travail.
 Figure 1.3: Exemple d’une manipulation de cellule (injection) et d’un exemple de mécanisme de 
positionnement semi-automatisé utilisé pour des manipulations en électro-physiologie.
1.5.2 - Optique, opto-électronique
Dans les domaines des télécommunications, de l’optique et de la photonique, la précision des tâches à
effectuer a augmenté proportionnellement à l’accroissement des débits d’informations et de la complexi-
té des systèmes conçus. L’alignement, le collage et le soudage de précision sont les principales demandes
rencontrées dans les domaines mentionnés. Le problème de l’alignement et du test de nappes de fibres
optiques a suscité une attention particulière, de même que celui du conditionnement de systèmes photo-
niques (cf. figure 1.4).
 Figure 1.4: Les robots MX4001 (développé au LSRO en partenariat avec l’entreprise Mecartex) et 
Sigma6, robot 6 axes développé au LSRO pour une application d’alignement de fibres optiques.
1.5.3 - Positionnement de miroirs, application au domaine des télescopes et de l’espace
Il s’agit là peut-être des premières applications rencontrées pour des robots à articulations élastiques. Le
Centre Suisse d’Electronique et de Microtechnique a réalisé plusieurs structures dont l’une appelée
8 IntroductionNAOS pour le télescope VLT et l’autre dédiée au système d’observation SOFIA (cf. figure 1.5) [Gene-
quand 2000].
 Figure 1.5: NAOS, robot à 3 ddl (θx, θy, z) dédié au positionnement actif de miroirs.
1.5.4 - Métrologie
Il serait possible de concevoir une machine à mesurer tridimensionnelle en utilisant une structure à arti-
culations élastiques. Ceci pourrait être pertinent dans le cas où l’on désire effectuer des opérations (mi-
cro-usinage par exemple) puis effectuer une mesure de la tâche réalisée avec la même machine.
Un résultat très prometteur pour le domaine de la métrologie a été récemment obtenu. Il s’agit d’un pal-
peur tridimensionnel à articulations élastiques basé sur une cinématique Delta utilisé sur une machine à
mesurer traditionnelle. Une répétabilité de 10 nm a pu être ainsi obtenue [Meli 2003].
1.5.5 - Microscopie à sonde proche
Dans le domaine de la microscopie à sonde proche, la sonde est déplacée au-dessus de l’échantillon. La
problématique posée par le contrôle des déplacements de cette sonde est la même pour la microscopie à
effet tunnel (scanning tunneling microscopy - STM), la microscopie optique à champ proche (scanning
near-field optical microscopy - SNOM) ou la microscopie à force atomique (atomic force microscopy -
AFM). Le but dans ces applications est d’obtenir une précision de positionnement très élevée (quelques
nanomètres) sur une plage importante (de 0,1 à quelques millimètres) et de sonder une surface le plus
rapidement possible. Nous retrouvons donc dans ce domaine les caractéristiques des robots étudiés dans
ce travail, en se limitant aux translations. Le laboratoire de systèmes robotiques (LSRO-EPFL) est par-
tenaire d’un projet visant la construction d’un microscope de type AFM à grandes courses (cf projet
TopNano21 5697.3).
1.5.6 - Micro-usinage, micro-assemblage
On peut distinguer deux directions données dans le domaine du micro-usinage : l’usinage de haute pré-
cision à l’aide de machines «traditionnelles» améliorées (machine FANUC ROBOnano UiA ou ma-
chines proposées par l’entreprise Precitech par exemple) et l’usinage à l’aide de machines
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machines pour l’usinage. L’un des projets qui a servi de support à cette recherche concerne l’usinage par
micro-électro-érosion (cf. chapitre 8). D’autres techniques d’usinage pourraient être employées avec
pour support un robot à articulations élastiques. On peut également imaginer un système de nano-inden-
tation ou de nano-scratch pour l’analyse de matériaux par exemple.
Le micro-assemblage de pièces mécaniques (l’assemblage de composants optiques ou opto-électroni-
ques étant déjà traité ci-dessus) demande une précision et une sensibilité qui augmente au fur et à mesure
que les dimensions des pièces diminuent. La précision de positionnement ainsi que la compliance ou le
contrôle des forces lors de tâches telles que l’insertion peuvent être réalisés à l’aide d’un robot à articu-
lations élastiques. Les travaux de Kunze et Helmer ont permis d’appliquer avec succès les principes de
la commande d’impédance [Liégeois 2000] dans le cas des robots à articulations élastiques [Kunze
2003].
1.6  - Organisation de la thèse
Le chapitre 1 présente le contexte de cette thèse. Le domaine d’étude, les contributions et la structure de
ce travail y sont définis. Des champs d’application potentiels des travaux effectués sont proposés.
Le chapitre 2 consiste en un état de l’art des différentes problématiques qui se posent au concepteur d’un
robot de très hautes précision et dynamique. Sont abordés, entre autres, les thèmes du dimensionnement
des articulations élastiques, des cinématiques parallèles appliquées à la robotique de précision et de la
commande de mécanismes précis.
Le chapitre 3 propose une méthodologie de conception qui guide le concepteur au travers des différentes
étapes qu’il rencontre.
Le chapitre 4 traite exclusivement du dimensionnement des articulations élastiques et de leur place dans
la démarche de conception. Une formulation par les théorèmes énergétiques est utilisée. La notion d’ar-
ticulations fonctionnellement équivalentes est proposée.
Le chapitre 5 a pour thème la conception de liaisons à articulations élastiques et traite principalement des
caractéristiques de ces éléments. En particulier, des méthodes pour modifier la répartition des modes
propres de vibration des liaisons sont étudiées.
Le chapitre 6 est dédié à la modélisation et à la commande des mécanismes à articulations élastiques. La
théorie est illustrée à l’aide d’exemples de structures virtuelles. Les exemples pratiques sont traités dans
les chapitres 7 et 8.
Le chapitre 7 est basé sur une application, à savoir la commande d’un guidage à lames parallèles. Diffé-
rents algorithmes sont testés et comparés.
Le chapitre 8 traite d’un autre exemple d’application : le robot Delta3. La conception et la commande de
ce robot sont développées dans ces pages.
Le chapitre 9 apporte une conclusion générale à ce travail.

2Etat de l’art
Ce chapitre présente et commente les travaux déjà effectués concernant différentes problématiques que
peut rencontrer le concepteur d’un robot de très haute précision à articulations élastiques. Les thèmes
abordés sont les suivants :
• “Conception des articulations élastiques élémentaires” §2.1
• “Conception des liaisons à articulations élastiques” §2.2
• “Cinématiques parallèles et robotique de précision” §2.3
• “Modélisation dynamique des structures à articulations élastiques” §2.4
• “Théorie de la commande appliquée en robotique de précision” §2.5
2.1  - Conception des articulations élastiques élémentaires
Les articulations élastiques sont des composants élémentaires à partir desquels il est possible de conce-
voir toutes sortes de liaisons et de structures. L’articulation la plus simple, la lame, est considérée du
point de vue théorique comme une poutre. En fait, il s’agit d’une poutre dont le rapport largeur sur épais-
seur est grand. La poutre a été l’un des sujet les plus étudiés de l’histoire de la résistance des matériaux.
Les formules permettant d’obtenir les déformées et contraintes pour divers cas de charge se trouvent
dans tous les formulaires de résistance des matériaux [Young 2002]. En 1965, Paros et Weisbord posent
les équations (exactes et simplifiées) permettant d’obtenir la raideur d’un col circulaire [Paros 1965]. A
partir de cette articulation, plusieurs variantes ont été proposées, en particulier les cols à profil paraboli-
que ou elliptique ainsi que la lame avec rayon de raccord [Xu, W. 1996, Smith 1997, Lobontiu 2001].
 Figure 2.1: Différents profils de col étudiés par Lobontiu et al.
Lobontiu et al. ont ensuite étudié les différents profils pouvant être décrits à l’aide d’une conique [Lo-
bontiu 2002]. Henein propose une étude des rigidités de plusieurs articulations élémentaires (lame, fil,
barre de torsion, col circulaire) [Henein 2000]. Depuis 1995 environ, les auteurs qui abordent la concep-
tion des articulations élastiques s’intéressent non seulement aux raideurs et aux formules permettant de
les obtenir, mais aussi aux détails des déplacements obtenus et à des comparaisons entre différents pro-
fils. Ceci est essentiellement lié au développement des codes de calcul par éléments finis qui sont un outil
particulièrement utile pour ces études.
L’analyse détaillée des déplacements obtenus a été l’objet d’étude de plusieurs équipes de chercheurs.
12 Etat de l’artHowell propose un modèle de la déformation de la lame dit «à corps pseudo-rigide» qui permet d’ap-
proximer le déplacement de l’extrémité de celle-ci pour de grandes déformations [Howell 1995, 2001,
Lyon 2000, Jensen 2002]. Pour analyser la déformation de profils plus complexes que la lame, l’utilisa-
tion de la méthode des éléments finis est incontournable.
 Figure 2.2: Trajectoire exacte et approchée par l’approximation des corps rigides de la lame en 
grande déformation (Howell et al.).
Le principal avantage du col à profil elliptique et de la lame à rayon de raccord est que cela permet une
étude de plusieurs configurations en une formulation analytique unique. En effet, en variant le petit rayon
de l’ellipse ou le rayon de raccord, il est possible de passer d’une configuration lame à une configuration
col circulaire. Xu et al. ont analysé par la méthode des éléments finis, et pour les deux types de profil
cités, les rapports obtenus entre les déplacements à l’extrémité de l’articulation et le déplacement de son
centre [Xu, W. 1996]. Leurs travaux aboutissent à la conclusion qu’une compliance élevée et une grande
précision sont antinomiques. Ils distinguent les applications orientées haute précision (où ils préconisent
l’utilisation du col circulaire), des applications orientées grande course (où ils préconisent l’utilisation
d’une configuration de type lame).
 Figure 2.3: Déplacements étudiés par Xu et al. dans leur étude comparative de différents profils.
Lobontiu et al. arrivent à des conclusions similaires dans leur étude de la lame à rayon de raccord : pour
une même épaisseur en sa partie la plus fine, le col circulaire induit plus de contraintes, présente une rai-
deur plus élevée et est plus précis qu’une configuration de type lame (jusqu’à l’apparition du phénomène
de concentration de contrainte pour des rayons très petits).
Un autre sujet de recherche concernant la conception des articulations élastiques concerne l’impact des
erreurs de fabrication sur les mouvements obtenus ainsi que sur les raideurs [Xu, G. 1996, Ryu 1997].
Une approche énergétique, basée sur une minimisation de l’énergie de déformation est proposée par
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élémentaires, cette approche s’applique principalement à des mécanismes plans sans corps rigides [He-
trick 1999, Kota 1999].
Plusieurs articulations, moins étudiées dans la littérature peuvent être citées ici. Goldfarb et al. proposent
une articulation consistant en un tube fendu, dont la déformation présente un mélange de torsion et de
flexion [Goldfarb 1999]. Le fil, employé comme articulation élastique, est une généralisation de la lame
à des mouvements dans l’espace . Les membranes, exhaustivement étudiées du point de vue de la résis-
tance des matériaux, restent peu étudiées en tant qu’articulations élastiques. Elles sont cependant em-
ployées comme guidage dans des mécanismes de précision [Bassière 1966, Bergander 2001]. Les
soufflets, bien qu’utilisés dans les micro-mécanismes [Kallio 1998, Anthierens 2000], n’ont pas fait, à
notre connaissance, l’objet d’études spécifiques dédiées à leur utilisation comme articulation élastique.
Smith est le seul à proposer des formules pour la rigidité en torsion et pour la rigidité axiale d’un soufflet
à profil rectangulaire [Smith 2000].
 Figure 2.4: Différentes formes de membranes et soufflets [Bassière 1966].
2.2  - Conception des liaisons à articulations élastiques
Les liaisons à articulations élastiques, parfois appelées guidages à articulations élastiques ou encore gui-
dages flexibles, sont des éléments de construction, de divers degrés de complexité, qui remplissent avant
tout une fonction cinématique. La littérature recense de nombreuses solutions pour réaliser les différents
types de liaison: glissière, pivot, sphérique, cardan, ponctuelle et appui-plan. Les liaisons glissières à
articulations élastiques les plus rencontrées sont la table à deux lames ainsi que la table à quatre cols
(prismatiques ou circulaires). L’approximation du mouvement de la sortie de ces éléments consiste en
une translation circulaire. Afin d’obtenir une translation rectiligne, la table compensée a été proposée (cf.
figure 2.5).
 Figure 2.5: Liaisons glissières à cols prismatiques, sans et avec compensation.
14 Etat de l’artUn couplage est généralement ajouté à ces guidages pour supprimer un degré de liberté interne (cf. figure
2.6).
 Figure 2.6: Tables compensées proposées avec couplage à engrenages [Bassière 1966] et couplage à 
levier flexible [Henein 2001].
Le col circulaire ou prismatique est très souvent employé pour obtenir une liaison pivot. Plusieurs prin-
cipes ont également été proposés pour augmenter la course ou la précision des mouvements de la liaison.
Parmi ces principes, on peut citer le pivot à lames croisées (détachées ou non), le pivot dit «RCC» ou
encore le guidage en rotation redondant proposé par Henein [Henein 2001]. Ce dernier propose une com-
paraison entre le pivot à lames croisées détachées et le pivot «RCC», en comparant pour un angle de la
sortie, les déplacements du centre instantané de rotation et l’angle le plus important au niveau des arti-
culations élémentaires.
 Figure 2.7: Liaisons pivots à lames (pivot «RCC», à lames croisées détachées, à lames croisées non 
détachées) [Henein 2001].
Pour réaliser une liaison cardan, il est possible de disposer orthogonalement deux cols en série. Les
deux axes de rotation ne sont alors pas confondus, sauf dans le cas d’une disposition particulière propo-
sée, entre autres, par Bassière et al. [Bassière 1966] (cf. figure 2.8).
Plusieurs solutions existent pour réaliser des liaisons sphériques à articulations élastiques. La plus sim-
ple consiste à utiliser un fil. Selon les dimensions de celui-ci, et donc, des rapports de rigidité obtenus,
la liaison aura 2, 3 ou 5 degrés de liberté (liaison cardan, sphérique ou ponctuelle). Pour la liaison sphé-
rique, d’autres solutions originales ont été proposées [Henein 2001] mais n’ont, à notre connaissance,
pas été utilisées pour concevoir des micro-mécanismes (cf. figure 2.8).
Pour réaliser une liaison appui-plan, Bassière et al. ont proposé une solution avec une plate-forme reliée
à la base par trois bras avec double-cardans [Bassière 1966] (cf figure 2.9).
Chapitre 2 15 Figure 2.8: Solutions proposées pour réaliser des liaisons cardan (à gauche - [Bassière 1966]) et des 
rotules (au centre et à droite - [Henein 2001]) à l’aide d’articulations élémentaires.
 Figure 2.9: Liaison appui-plan réalisée à l’aide de cardans à articulations élastiques.
Les principaux objectifs qui ont stimulé les recherches sur les guidages à articulations élastiques sont les
suivants : augmenter la course des guidages ou augmenter la précision des mouvements obtenus. Plu-
sieurs auteurs ont recherché des méthodes permettant de concevoir de nouvelles liaisons [Koster 2000,
Blanding 2000].
2.3  - Cinématiques parallèles et robotique de précision
Les débuts de la robotique parallèle peuvent être approximativement datés des années 40. Pollard, Gou-
gh et Stewart, entre autres, sont à l’origine de développements et de recherches dans ce domaine [Pollard
1942, Gough 1962, Stewart 1966]. En 1942, Pollard breveta un robot à 5 degrés de liberté (ddl) qu’il n’a
semble-t-il jamais construit [Bonnev 2003]. Gough est à l’origine d’un robot à 6 degrés de liberté, nom-
mé plus tard plate-forme de Stewart qui connut un grand succès comme cinématique de simulateur de
vol. Il n’est pas étonnant de retrouver cette cinématique employée en robotique de précision pour des
applications aussi diverses que l’alignement d’antennes de satellites, le contrôle de miroirs de télescopes
ou l’assemblage de composants optiques. Physik Instrumente propose plusieurs modèles de ces manipu-
lateurs (cf. figure 2.10) dont l’un est réalisé à l’aide de rotules à fil [Gloess 2000]. Portman et al. [Port-
man 2000], Zago et al. [Zago 1998], Hesselbach et al. [Hesselbach 2001] proposent des structures dont
la cinématique est similaire.
Wang et al. [Wang 1997], Shim et al. [Shim 1997] ainsi que Gao et al. [Gao 1999] proposent une ciné-
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 Figure 2.10: Modules de micro et nano-positionnement à 6 ddl proposés par Physik Instrumente (PI).
 Figure 2.11: Cinématique hybride (x,y,θz + z,θx,θy) et réalisation à partir d’articulations élastiques 
[Gao 1999].
Plusieurs auteurs se sont également intéressés à l’utilisation de cinématiques à 3 ddl pour réaliser des
micropositionneurs. Les cinématiques les plus classiques permettent les degrés de liberté suivants :
(x,y,θz), (z,θx,θy) ou encore (x,y,z). La cinématique permettant d’obtenir les degrés de liberté (x,y,θz)
a la particularité d’être planaire et est utilisée, entre autres, par Ryu et al. [Ryu 1997] ainsi que par Lee
et al. [Lee 1997] pour réaliser des tables de positionnement de haute précision (cf. figure 2.12). La ciné-
matique (z,θx,θy) a été employée par Lee et al. [Lee 1991] (cf. figure 2.13).
 Figure 2.12: Cinématiques planes à 3 ddl proposées par Lee et al. (à gauche - [Lee 1997]) et par Ryu 
et al. (à droite - [Ryu 1997]).
Chapitre 2 17 Figure 2.13: Cinématique et réalisation d’une structure à 3 ddl [Lee 1991].
 Figure 2.14: Robot à 3 ddl (x,y,z) proposé par Arai et al. [Arai 1996].
Arai et al. puis Tanikawa et al. proposent un mini-manipulateur à 3 ddl (x,y,z) [Arai 1996, Tanikawa
2002] (cf. figure 2.14). La disposition des sous-ensembles de ce robot rend son intégration aisée. Dans
la disposition proposée, la cinématique présente cependant un hyperstatisme (la rotation autour de l’axe
vertical est très peu rigide alors que les deux autres rotations sont bloquées par 3 éléments).
Les actionneurs de la grande majorité des mécanismes cités ci-dessus sont de type piezo-électrique. En
conséquence, ils présentent des courses réduites, des résolutions submicroniques (jusqu’à la dizaine de
nanomètres environ) et des structures mécaniques dont les articulations présentent des raideurs élevées.
Le laboratoire de systèmes robotiques (LSRO) de l’EPFL a proposé plusieurs structures qui permettent
d’augmenter le rapport entre le volume de travail et la résolution de positionnement. Parmi ces structu-
res, on peut citer les robots Orion, Delta cube et Tribias (cf figure 2.15). Le robot Orion reprend une ci-
nématique similaire à celle proposée par Lee et al. [Lee 1991] et présente des courses de plusieurs
millimètres (±5mm) et degrés (±2.5°) [Besson 1996, Esposito 1998]. Le robot Delta cube [Henein 2000]
est une transposition du robot Delta [Clavel 1985, Clavel 1991]. La disposition des chaînes cinématiques
est orthogonale, d’où le nom de Delta cube (Delta3). Dans la version montrée figure 2.15, la course de
ce robot est de ±1 mm selon les 3 ddl (x,y,z). D’autres variantes, proposées dans la suite de ce travail (cf.
Chap.8) permettent d’effectuer des courses de ±2 et ±4 mm. Le robot Tribias [Pernette 1998], basé sur
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de ±7° et de courses en translation de ±5mm.
 Figure 2.15: Structures Orion (3 ddl - z,θx,θy), Delta3 (3 ddl - x,y,z) et Tribias (6 ddl).
2.4  - Modélisation dynamique des structures à articulations élastiques
On peut distinguer principalement deux champs d’application de la dynamique dans le domaine des
structures à articulation élastiques : la conception de la structure mécanique et la conception de la com-
mande. Lors de la conception du robot, le calcul du modèle dynamique direct et l’analyse modale de la
structure peuvent apporter des renseignements précieux. Le modèle dynamique direct fournit les dépla-
cements du robot à partir des efforts appliqués. Quelques auteurs s’en sont servi pour optimiser la con-
ception de leur robot [Youcef-Toumi 1986, 1993, Diken 1997, Zhang 1999] dans le but de simplifier la
commande en découplant dynamiquement les axes ou dans le but de supprimer certains efforts de liaison
(cf. figure 2.16).
 Figure 2.16: Suppression des efforts dynamiques selon la direction y par redistribution des masses 
[Zhang 1999] et robot à inertie constante [Youcef-Toumi 1986].
L’absence de liaisons par roulement ou glissement rend l’analyse modale des structures à articulations
élastiques relativement aisée. Lyon et al. proposent d’utiliser la modélisation par des corps pseudo-rigi-
des pour obtenir la première fréquence propre de mécanismes plans [Lyon 1999]. Une méthode analyti-
que (approche Lagrangienne) est également employée par Smith pour le calcul des fréquences propres
de mécanismes plans [Smith 2000]. L’ensemble de ces méthodes consiste à obtenir les équations de
mouvement, puis à résoudre l’équation aux fréquences en supposant une absence de dissipation d’éner-
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toires est relativement délicate. Ceci est dû à l’augmentation importante de la complexité des problèmes
abordés lorsque l’analyse n’est plus plane (passage de 3 à 6 ddl). L’approche par la méthode des éléments
finis de l’analyse modale a été jusqu’à présent peu employée, ou peu rapportée, dans le domaine des
structures à articulations élastiques. A notre connaissance, seul Elmustafa et al. proposent cette approche
[Elmustafa 2001]. Cependant, le large développement de cette méthode et son utilisation toujours plus
aisée, laissent à penser que son emploi va se généraliser. De nombreux logiciels intègrent actuellement
la CAO-3D et des outils d’analyse dynamique (dynamique des corps rigides et dynamique des structu-
res), ce qui diminue la durée de la phase conception. Un travail de thèse, actuellement en cours au CSEM
(Centre Suisse d’Electronique et de Microtechnologie), traite de l’influence des non-linéarités géométri-
ques sur les analyses par éléments finis de mécanismes à articulations élastiques ainsi que de la réduction
de modèles à éléments finis [Myklebust 2002, 2003].
2.5  - Théorie de la commande appliquée en robotique de précision
La conception de la commande est un aspect primordial en robotique de haute-précision. Les performan-
ces attendues d’un système de positionnement en terme de bande passante, de suivi de trajectoire ou de
sensibilité à des perturbations dépendent en grande partie de la commande employée. La recherche sur
le contrôle de robots de haute précision et le contrôle de robots rapides a été importante. Les algorithmes
de réglage se composent généralement d’un terme basé sur une mesure de la sortie du système (feedback)
et d’un terme a priori (feed-forward).
L’algorithme standard PID, le contrôle dit en cascade ainsi que les algorithmes à retour d’état sont les
termes «feedback» les plus rencontrés. Le contrôle en cascade ou à double boucle a été préconisé pour
une application à la haute dynamique par Youcef-Toumi et al. [Youcef-Toumi 1993] et pour une appli-
cation à la haute précision par plusieurs auteurs [Mekid 2000, Schmidt 1999]. Le réglage par contre-réac-
tion d’état (qui consiste à effectuer un placement des pôles en boucle fermée) est préconisé par
Moerschell [Moerschell 1999], qui ajoute un terme intégrateur à la structure de base de ce régulateur (cf.
figure 2.17). On parle alors de réglage d’état. Un observateur d’état est ajouté lorsqu’une partie du vec-
teur d’état ne peut pas être mesurée ou lorsque la mesure est fortement bruitée.
 Figure 2.17: Schéma de contrôle par retour d’état avec observateur d’état.
Le terme a priori consiste généralement à utiliser un modèle du système. Ce modèle, dédié à la comman-
de, est soit le modèle dynamique inverse analytique du système, si celui-ci est calculable, soit issu d’un
processus d’identification (cette identification peut être adaptative ou être faite «hors ligne») (cf. figure
2.18, schéma de gauche). L’obtention du modèle dynamique inverse a été traitée dans une approche
Newtonienne par Dasgupta et al. [Dasgupta 1999] et dans une approche Lagrangienne par Wang et al.
[Wang 1998].
Une autre forme de commande a priori consiste en un générateur de référence, qui modifie la trajectoire
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boucle fermée (cf. figure 2.18, schéma de droite). Cette approche est préconisée entre autres par Gloess
[Gloess 2000] qui utilise un filtre adaptatif pour générer la référence.
 Figure 2.18: Deux structures de commande a priori rencontrées dans la littérature.
D’autres éléments peuvent ensuite être ajoutés. Un observateur d’état peut être utilisé pour reconstituer
des variables d’état bruitées ou non-observées (cf. figure 2.17). Moerschell et Zhao proposent un obser-
vateur de Luenberger pour estimer la vitesse [Moerschell 1999]. Pour la même fonction, Preumont sug-
gère l’utilisation d’un observateur d’état réduit [Preumont 2002]. Un estimateur peut être implémenté
pour obtenir des paramètres tels que la masse [Wild 1998, Lee 2000]. Un observateur de perturbations a
également été utilisé par certains auteurs afin de parer aux erreurs de modélisation [Lee 1996] et aux va-
riations des efforts extérieurs [Ro 2000] (cf. figure 2.19).
 Figure 2.19: Structure d’un contrôleur avec observateur de perturbations.
Les méthodes d’apprentissage doivent encore être citées afin de compléter cet état de l’art, méthodes qui
fonctionnent uniquement pour des signaux répétitifs [Gloess 2000, Otten 1997, Tan 2000].
2.6  - Conclusion
Les différents thèmes abordés dans ce chapitre donnent une bonne idée des divers problèmes qui atten-
dent le concepteur d’un robot parallèle à articulations élastiques, de haute précision et à dynamique éle-
vée. Cependant, ce qui n’apparaît pas, c’est le lien qui existe entre ces différentes problématiques. C’est
ce que va mettre en évidence le chapitre suivant, en proposant une méthode globale de conception.
3Méthodologie de conception
La méthodologie de conception présentée dans ce chapitre correspond au cadre de ce travail de thèse. En
effet, l’objectif est de fournir au concepteur un canevas sur lequel se baser pour répondre à un cahier des
charges de façon rapide et sûre, sans omettre de points importants. Les chapitres 4, 5 et 6 sont un appro-
fondissement ou une explication de points particuliers apparaissant dans cette méthodologie. Les diffé-
rentes phases décrites ci-dessous sont synthétisées sous la forme d’un ensemble d’organigrammes
donnés dans l’annexe B.
3.1  - Méthodologie
Le terme méthodologie est compris ici dans le sens d’une démarche à suivre destinée au concepteur d’un
robot de très haute précision à liaisons élastiques. Cette méthodologie a pour but d’augmenter l’efficacité
de la démarche de conception, afin d’une part de réduire le temps de la phase de développement et
d’autre part d’éliminer autant que possible les choix non déterministes de cette démarche.
La méthodologie donne les différentes étapes de la conception, les relations entre ces étapes et les tâches
à effectuer à chaque stade. On peut distinguer plusieurs grandes étapes :
• phase 0 : établissement du cahier des charges fonctionnel
• phase 1 : choix cinématiques
• phase 2 : pré-dimensionnement
• phase 3 : aspects statiques et géométriques
• phase 4 : aspects dynamiques et intégration
• phase 5 : identification et commande
La figure 3.1 illustre ces différentes étapes. La démarche proposée est issue de l’expérience acquise dans
plusieurs projets TopNano21 (n° 4594.1, 4596.1 & 5697.3)1. L’ordre suivi dans cette méthodologie
mène de façon sûre à un prototype respectant le cahier des charges, cela ne signifie pas pour autant
qu’une autre démarche soit vouée à l’échec. Sur la figure 3.1, un retour à la phase 1 est possible depuis
les phases 2, 3 et 4. Le choix d’une cinématique, d’une configuration et des types de liaisons est particu-
lièrement important et peut représenter une part importante du temps attribué à la conception.
Les étapes suivantes correspondent à des vérifications et à du dimensionnement. Elles dépendent très
fortement de la solution initiale choisie. Un mauvais choix de la cinématique rendra la suite de la con-
ception très délicate. Un retour à la phase 1 depuis les phases 3 et surtout 4 est problématique puisque
cela revient à reprendre la conception depuis le départ. C’est pourquoi la démarche a été conçue de façon
à ce que ce retour soit de moins en moins probable.
1. Ces trois projets ont permis de valider la méthode de conception des robots à articulations élastiques 
pour trois applications a priori très différentes : la micro-électroérosion (4594.1), l’alignement actif 
d’éléments optiques (4596.1) et la microscopie à force atomique (5697.3).
22 Méthodologie de conception Figure 3.1: Principales étapes de la conception d’un robot de très haute précision à articulations 
élastiques.
Chapitre 3 23Phase 0 - cahier des charges. Il s’agit là de décrire les objectifs de la conception et de décrire par un
ensemble de paramètres les caractéristiques du robot désiré.
Phase 1 - recherche de solutions cinématiques et de types de liaisons. Cette importante phase
de recherche n’est que très peu traitée dans ce travail. Une thèse en cours approfondit cette étape de la
conception [Helmer 2003]. A partir d’un catalogue de cinématiques, le concepteur choisit un ensemble
de solutions qui répondent au cahier des charges. Une même cinématique (composée de liaisons identi-
ques) peut avoir plusieurs variantes (ou configurations). Passer des liaisons idéales aux liaisons à articu-
lations élastiques demande de trouver pour chaque liaison ou groupe de liaisons, un ensemble d’éléments
élastiques qui remplit la même fonctionnalité. Cet ensemble d’éléments peut parfois être disposé de dif-
férentes manières. Durant cette phase, le concepteur génère une série de solutions cinématiques et de
configurations possibles, puis propose plusieurs réalisations avec des liaisons à articulations élastiques.
Il sélectionne alors une de ces solutions (la plus simple ou celle qui lui semble la plus facile à réaliser)
et passe à la phase suivante.
Phase 2 - Pré-dimensionnement. Le pré-dimensionnement a pour but de valider rapidement la fai-
sabilité de la solution choisie. Il consiste à vérifier si les courses demandées sont compatibles avec l’en-
combrement spécifié et si les raideurs requises par le cahier des charges sont du même ordre de grandeur
que celles de mécanismes connus.
Phase 3 - Dimensionnement, aspects statiques et géométriques. Cette phase consiste en un
premier dimensionnement de la structure mécanique finale. A la fin de cette phase, le concepteur sait que
sa structure permet d’effectuer les courses choisies avec la précision et les raideurs voulues. Il a égale-
ment calculé le modèle géométrique basé sur des liaisons idéales.
Phase 4 - Dimensionnement, aspects dynamiques. Les aspects dynamiques du dimensionnement
consistent d’une part à valider la structure mécanique par rapport aux performances souhaitées et d’autre
part à choisir les différents éléments nécessaires à la commande du système (convertisseurs, amplifica-
teurs, actionneurs et capteurs). Pour cela, un modèle dynamique du robot est construit. Ce modèle s’ob-
tient généralement en utilisant la méthode des éléments finis.
Phase 5 - Identification et commande. Une fois le prototype réalisé et assemblé, la première tâche
à effectuer est l’identification du système. Celle-ci peut se faire de différentes façons, mais elle doit per-
mettre de déterminer si le prototype réel correspond au prototype virtuel (comparaison des modèles dy-
namiques). Une implémentation d’une commande de type PID permet une première validation des
performances du robot. Ces performances, du point de vue de la précision ou de la dynamique, peuvent
ensuite être optimisées.
3.2  - Ecriture du cahier des charges
3.2.1 - Pourquoi un cahier des charges ?
Une méthodologie de conception doit s’appuyer sur les spécifications techniques et économiques du ca-
hier des charges.
Selon l’AFNOR, le cahier des charges est un «document par lequel le demandeur exprime son besoin
(ou celui qu'il est chargé de traduire) en terme de fonctions de services et de contraintes. Pour chacune
d'elles sont définis des critères d'appréciation et leurs niveaux. Chacun de ces niveaux doit être assorti
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Les fonctions et contraintes exprimées sont la base à laquelle le concepteur va devoir constamment se
référer. L’écriture d’un cahier des charges type est donc un préalable indispensable à l’élaboration d’une
méthodologie, c’est pourquoi une partie de ce chapitre lui est consacrée.
3.2.2 - Paramètres du cahier des charges pour les robots à articulations élastiques
L’objectif de conception proposé est «la réalisation de robots de petite taille conçu sur la base d’une
structure mécanique à articulations élastiques, dédiés à des tâches requérant une très haute précision et/
ou une dynamique élevée».
Suite à l’énoncé de cet objectif, plusieurs contraintes et fonctions peuvent déjà être relevées : degrés de
liberté (de la structure mécanique), taille (encombrement), précision et dynamique.
Degrés de liberté et courses. Le nombre de degrés de liberté d’un système robotique est l’une de ses
principales caractéristiques. Il est déterminé par le nombre de paramètres indépendants xi qui définissent
entièrement la position de «sortie» du robot (outil, préhenseur ou point matériel particulier) ou la position
relative de deux «sorties» du système (on parle alors de système main droite - main gauche). Les plages
de variation de ces paramètres (courses) définissent le volume de travail du système. Souvent, les para-
mètres se rattachent à un repère cartésien qui permet de définir des vecteurs directeurs pour les transla-
tions et des axes pour les rotations. Il existe d’autres situations où les paramètres sont définis par rapport
à un repère sphérique ou cylindrique, ou que le volume de travail soit défini par une ou des équations
liant certains paramètres.
Dans bien des cas, le volume de travail défini dans le cahier des charges et le volume de travail du sys-
tème conçu ne correspondent pas entièrement. En effet, la cinématique choisie pour obtenir les degrés
de liberté désirés impose un certain volume de travail. Le volume de travail défini dans le cahier des char-
ges s’inscrit à l’intérieur de celui imposé par la cinématique. Dans la situation optimale, les deux volu-
mes correspondent.
Encombrement. L’encombrement typique des structures mécaniques considérées dans ce travail va de
0,1 à 10 dm3. L’encombrement peut être donné par le volume mais il est également important de con-
naître la géométrie du volume à la disposition du concepteur (sous la forme des 3 cotes d’encombrement
par exemple).
L’encombrement du système concerne souvent exclusivement la partie mécanique de celui-ci. Il est in-
téressant pour des systèmes de petite taille de spécifier également l’encombrement maximal de la com-
mande.
Ecart de position, répétabilité, précision. Il est utile de spécifier ici ce qui est entendu par les ter-
mes répétabilité, précision de positionnement et de voir comment ils sont compris dans le domaine des
systèmes robotiques à liaisons mécaniques élastiques. La norme ISO 230-2 concerne la «détermination
de la précision et de la répétabilité de positionnement des axes en commande numérique» [ISO 1996].
Cette norme est d’une grande aide pour clarifier les définitions. Cependant, les définitions proposées ne
sont pas toutes pertinentes dans le cas particulier qui nous concerne. L’annexe A résume et illustre les
principales définitions données dans cette norme. Ci-dessous, ces définitions sont adaptées aux robots
de très haute précision à liaisons élastiques.
Le fait de disposer d’un mécanisme réversible exempt de frottement sec rend inutile le fait de tenir comp-
te du sens d’approche lors de la mesure. Ceci signifie en particulier que la valeur de réversibilité Bi est
Chapitre 3 25supposée nulle (en fait cette valeur vaut l’incrément du capteur).
L’écart de position  en une position est particulièrement important. Il s’agit du paramètre qui carac-
térise la différence entre la position donnée par le capteur interne du système robotique et celle donnée
par le capteur externe utilisé pour le mesurage. Cet écart peut provenir de l’initialisation du robot, du
modèle géométrique ou de phénomènes non modélisés. Un processus de calibrage permet de réduire cet
écart. L’étendue de l’écart de position M est une caractéristique importante du point de vue du cahier
des charges car elle permet de spécifier un maximum toléré sur les écarts de position.
La répétabilité de positionnement R (égale à 4 fois l’estimateur de l’incertitude type de positionnement
si) donne une information sur la répartition des points de mesure autour de la position moyenne. Pour les
systèmes étudiés ici, la répétabilité de positionnement dépend essentiellement de deux facteurs : la réso-
lution du capteur employé et la qualité de la régulation. La répétabilité de positionnement ne dépend pas
du point de mesure sauf dans le cas de fortes non-linéarités ou de perturbations importantes.
La précision de positionnement d’un axe A est donnée, dans notre cas, par la somme de l’étendue de
l’écart de positionnement M et de la répétabilité de positionnement R.
 Figure 3.2: Termes définissant les caractéristiques de positionnement statique d’un axe à partir de la 
mesure de n points (Pn) également répartis.
Une des limites de la norme ISO 230-2 est qu’elle ne s’applique pas au contrôle simultané de plusieurs
axes. Il est cependant possible d’imposer dans le cahier des charges des limites sur les couplages, c’est-
à-dire sur la précision de positionnement des axes non testés (cela implique théoriquement un mesurage
simultané de plusieurs axes).
Les conditions d’essai sont particulièrement critiques pour ces mesurages, en particulier du point de vue
de l’environnement thermique.
Les questions liées au problème de l’influence des variations thermiques ainsi qu’à la correction des
écarts de position dépassent le cadre de cet exposé. Ces sujets font l’objet de deux autres thèses au LSRO.
Performances dynamiques. Lorsque des performances particulières sont attendues du point de vue
de la dynamique du système, des spécifications précises doivent être portées au cahier des charges. Plu-
sieurs paramètres peuvent être définis.
• La bande passante désirée du système correspond à la fréquence à laquelle la réponse du système a
chuté de 3dB par rapport à sa réponse à basse fréquence. En plus de la bande passante, l’amplitude
des oscillations désirée doit être spécifiée, afin de dimensionner le convertisseur numérique-analogi-
que, l’étage d’amplification ainsi que l’actionneur.
ix
26 Méthodologie de conception• L’accélération et la vitesse maximales désirées (obtenues éventuellement par dérivation d’une tra-
jectoire donnée) donnent des informations très utiles respectivement au dimensionnement du couple
masse-actionneur et au dimensionnement de l’acquisition des signaux capteurs (en tenant compte de
la répétabilité recherchée).
• Les temps de cycle spécifient la durée maximale autorisée pour effectuer une tâche. Pour rendre une
spécification de ce type utilisable, il faut définir une trajectoire, puis calculer les vitesses et accéléra-
tions nécessaires pour suivre cette trajectoire dans le temps imparti.
• L’erreur maximale de suivi définit pour une ou plusieurs trajectoires données la différence maximale
entre la consigne et la trajectoire effectivement suivie par le système. Dans de nombreux cas, les
performances maximales d’un procédé sont limitées par cette erreur de suivi de trajectoire.
• Le rejet des perturbations est une caractéristique dynamique importante. Elle peut concerner une
force extérieure appliquée sur la sortie du robot (par exemple : un effort décrit par un sinus d’ampli-
tude 0.1N et de fréquence 50Hz ne doit pas provoquer un déplacement supérieur à 1µm) mais égale-
ment les perturbations dues aux couplages dynamiques.
Raideurs vis-à-vis de sollicitations extérieures. Pour des applications particulières où les sollici-
tations extérieures sont variables, il est nécessaire de préciser les raideurs attendues selon les degrés de
liberté bloqués.
Autres données. Quelques données complémentaires tels que le coût maximal du robot ou l’environ-
nement de travail envisagé et les contraintes qui lui sont propres doivent apparaître dans le cahier des
charges. Les interfaces de liaison avec le support du robot et au niveau de sa terminaison doivent être
spécifiées.
Le tableau 3.1 donne quelques paramètres des systèmes conçus au Laboratoire de Systèmes Robotiques











axe linéaire 1 1 ±4 mm 10 nm élastique 2001
Delta3I 1,5 3 ±1 mm (3x) 100 nm élastique 1999










Delta3II 8 3 ±2 mm (3x) 10 nm élastique 2001











Tableau 3.1: Principales caractéristiques de quelques systèmes robotiques conçus au LSRO.
Chapitre 3 273.3  - Choix cinématiques et choix de la structure
Une fois les spécifications techniques du prototype inscrites dans le cahier des charges, les premières
recherches de solutions sont effectuées.
3.3.1 - Cinématique et configuration
La première tâche consiste à trouver une ou plusieurs cinématiques qui permettent de réaliser les dépla-
cements spécifiés dans le cahier des charges, puis d’établir un catalogue de configurations de cette ciné-
matique. Il faut en établissant ce catalogue tenir compte de l’aspect pratique des tâches à accomplir :
transfert de pièces, nombre de composants à assembler.
La question de savoir comment obtenir une cinématique à n ddl n’est pas abordée ici, il est supposé que
le concepteur a à disposition un catalogue de cinématiques pour faire son choix [Merlet 2000]. L’établis-
sement d’un catalogue ainsi que la recherche de critères de choix font actuellement l’objet d’un travail
de thèse au Laboratoire de Systèmes Robotique à Lausanne [Helmer 2003].
Plusieurs critères peuvent orienter le choix d’une cinématique :
• le nombre de liaisons - globalement, on privilégie les solutions qui ont le plus petit nombre de
liaisons ;
• les liaisons pivot - ces liaisons sont facilement réalisables, en particulier avec des articulations élas-
tiques ;
• le rapport course/encombrement ;
• l’aspect pyramidal de la structure - une structure pyramidale est composée de chaînes cinématiques
de longueur équilibrées et peut être conçue avec des éléments rigides en début de chaîne (vers le
bâti) et légers en fin de chaîne ;
• les masses mobiles - plus celles-ci seront réduites, meilleure sera la dynamique du robot.
Une fois une cinématique choisie, le concepteur doit chercher différentes variantes ou configurations
possibles (cf. figure 3.3). Une configuration est comprise ici comme étant un schéma des liaisons dans
l’espace. Pour choisir une configuration, plusieurs critères doivent être pris en compte :
• la facilité de conception du bâti ;
• la recherche d’un avantage en force ou en déplacement ;
• la facilité de montage.
 Figure 3.3: Une cinématique (Delta linéaire) et deux de ses variantes (ou configuration).
28 Méthodologie de conception3.3.2 - Liaisons élastiques et dispositions
Une fois la configuration connue, il faut choisir pour chaque liaison un équivalent conçu à l’aide d’arti-
culations élastiques. L’état de l’art présenté dans le chapitre précédent donne un certain nombre d’exem-
ples.
Les liaisons peuvent être choisies en fonction de plusieurs critères :
• simplicité
• linéarité du mouvement
• facilité de fabrication
Les liaisons à articulations élastiques choisies peuvent souvent être disposées de différentes manières,
ceci est particulièrement vrai pour les liaisons prismatiques.
Afin de choisir la disposition la mieux adaptée, deux analyses doivent être menées. La première concerne
l’impact des hyperstatismes. Une cinématique présentant des hyperstatismes peut fonctionner dans cer-
tains cas. Le principal désavantage des hyperstatismes est de rendre l’assemblage d’une structure diffi-
cile, voir impossible1. Dans le cas d’une fabrication monolithique, un hyperstatisme peut par contre ne
pas être gênant et va augmenter les raideurs de la structure. Un exemple de deux dispositions possibles
est proposé dans la figure 3.4 (même cinématique, même configuration, même types de liaison).
 Figure 3.4: Deux dispositions des liaisons pour un mécanisme hyperstatique à 2 ddl (X-Y) : en cas de 
fabrication monolithique la solution de gauche fonctionne, celle de droite non.
La disposition de droite ne fonctionne pas du fait de la combinaison des hyperstatismes et du mouvement
de translation circulaire du guidage situé hors plan. Du fait de l’usinage monolithique, la disposition de
gauche est possible. Pour que la solution de droite fonctionne, le guidage hors plan doit par exemple être
relié à l’élément de sortie par un bras composé de deux liaisons cardan.
La deuxième analyse à mener concerne les raideurs. En fonction de la disposition choisie, celles-ci vont
être plus ou moins grandes. Si les raideurs spécifiées dans le cahier des charges semblent difficiles à at-
teindre, la disposition permettant d’obtenir les raideurs les plus importantes va être choisie. Si le rapport
course / encombrement est critique, la disposition la moins encombrante doit être choisie. Si aucun des
deux paramètres cités n’est critique, la disposition qui simplifie le plus la conception sera choisie.
1. De très faibles erreurs de fabrication peuvent créer des efforts internes élevés et parfois rendre l’assem-
blage impossible. D’autre part, les hyperstatismes sont une importante source d’usure.
Chapitre 3 293.4  - Pré-dimensionnement
Cette deuxième phase de conception consiste à valider la faisabilité de la solution imaginée lors de la
phase précédente.
Une estimation des déformations des articulations élastiques pour un encombrement V et des courses C
donnés permet une première validation du choix de la structure. Cette estimation se fait en dimension-
nant la cinématique choisie de sorte qu’elle occupe l’ensemble du volume machine autorisé. A partir des
courses C connues, la déformation de chaque articulation élastique est calculée. Ces déformations peu-
vent être comparées à des valeurs typiques obtenues avec des articulations élastiques (déformation an-
gulaire de 5° pour un col circulaire, déformation linéaire de 5 mm pour une membrane, ...). Si les
déformations obtenues sont inférieures à ces valeurs types, la conception est possible du point de vue des
courses et de l’encombrement. Si elles sont égales ou légèrement supérieures, la conception sera délicate
mais possible. Si ces déformations sont largement supérieures aux valeurs types, une adaptation doit être
recherchée. Si aucune adaptation ne permet de résoudre le problème, un retour à la phase précédente est
nécessaire. La figure 3.5 illustre le fait qu’un pré-dimensionnement rapide permet de mettre en évidence
les points critiques d’une solution et éventuellement de l’améliorer.
 Figure 3.5: Mécanisme à 2 ddl (table X-Y) pour un encombrement et des courses donnés, la solution 
de base impose des déplacements angulaires de 8.4°.Une simple adaptation permet de limiter ces 
déplacements à 5.3°.
Pendant cette phase, une réflexion doit également être menée sur la précision. Il s’agit de vérifier qu’une
demande du cahier des charges ne soit pas irréalisable avec la solution choisie. Par exemple, supposons
que la liaison appui-plan de la figure 2.9 soit choisie pour réaliser une structure à 3 ddl. Si une contrainte
importante sur la précision du mouvement en dehors du plan libre est imposée, une autre solution doit
être envisagée.
Un choix doit être également fait en ce qui concerne les technologies employées pour les actionneurs et
les capteurs. Les technologies sans contact sont à privilégier. Du point de vue des actionneurs, on peut
envisager les technologies suivantes : actionneurs à aimants ou à bobines mobiles, actionneurs piezo-
électriques (de type «stack») avec amplificateur mécanique. Du point de vue des capteurs, quelques tech-
nologies sont envisageables : règles linéaires optiques, capteurs capacitifs, capteurs inductifs, capteurs à
fibre optique.
Les raideurs K demandées dans le cahier des charges doivent être mises en regard de la solution choisie.
Pour avoir un ordre de grandeur des raideurs réalisables à l’aide d’articulations élastiques, il est possible
30 Méthodologie de conceptionde se référer à la littérature et en particulier aux formules analytiques synthétisées par Henein [Henein
2001]. Quelques exemples sont également donnés dans le chapitre 5 de cette thèse. Dans le cas d’un gui-
dage linéaire non compensé (cf. figure 2.5), le matériau, l’écartement des bras, la longueur col à col ainsi
que les caractéristiques des articulations influencent les raideurs. La raideur est souvent proportionnelle
au module de Young du matériau (E). En première approche, la raideur en flexion transverse est inver-
sement proportionnelle au carré de la longueur col à col et la raideur en torsion est proportionnelle au
carré de l’écart entre les bras (cf. figure 3.6).
 Figure 3.6: Raideurs en flexion transverse et en torsion d’un guidage linéaire.
Ce type de calcul permet d’estimer assez rapidement si les valeurs des raideurs spécifiées dans le cahier
des charges peuvent être atteintes ou non. De même que pour l’aspect course et encombrement, il est
possible par des modifications d’améliorer les caractéristiques d’une solution. Cependant, il faut être at-
tentif au fait que l’aspect raideur et l’aspect course et encombrement sont liés.
3.5  - Aspects géométriques et statiques
Cette phase commence par le dimensionnement des articulations élastiques élémentaires. Ce dimension-
nement lui-même, détaillé dans le chapitre 4, contient le choix du matériau employé. Pour cela, deux cas
sont à distinguer : celui où les courses semblent difficiles à obtenir pour l’encombrement spécifié (cas
1) et le cas où le rapport course/encombrement n’est pas critique (cas 2).
Dans le premier cas, les dimensions des articulations seront proches des limites technologiques, la course
est alors proportionnelle au rapport σadm/E (loi de Hooke). Le choix se porte sur le matériau dont le rap-
port σadm/E est le plus important (la valeur σadm correspond à la contrainte maximale principale qui pro-
voque une rupture par fatigue pour 107 cycles multipliée par un facteur de correction [Henein 2000]).
Dans le second cas, on peut concevoir des articulations équivalentes (cf. chap. 4) qui permettent toutes
d’atteindre la course désirée. Si les raideurs et les fréquences propres sont suffisantes, le choix se porte
alors sur le matériau le moins cher ou le plus facile à usiner. C’est le seul cas où un matériau ayant une
faible aptitude aux déformations (comme un alliage d’aluminium) se justifie. Dans les autres cas, on
cherchera à réduire les dimensions (σadm/E grand), à utiliser le matériau au module de Young le plus
élevé (pour obtenir une grande raideur) ou à privilégier le rapport E/ρ (indicateur de la valeur des fré-
quences propres). Le choix du matériau se fait alors au cas par cas. La figure 3.7 propose une synthèse
de la démarche décrite ci-dessus. Le choix du matériau dépasse la phase de dimensionnement puisque
des critères dynamiques peuvent entrer en ligne de compte.
Chapitre 3 31 Figure 3.7: Démarche de dimensionnement des articulations : différents cas rencontrés lors du choix 
d’un matériau (les rectangles schématisent les dimensions des articulations).
Suite au dimensionnement des articulations élastiques élémentaires, il est possible de valider les raideurs
de la structure (en considérant les éléments de liaisons comme des corps rigides). Les efforts en fin de
course peuvent aussi être calculés (ils sont utiles au dimensionnement de l’actionneur).
Parallèlement à ce travail, le calcul du modèle géométrique inverse doit être effectué ainsi que la mise
en volume des différents solides. En plus du modèle géométrique, la matrice Jacobienne inverse peut être
calculée afin d’obtenir une valeur des couplages induits par la géométrie (cette matrice a pu déjà être
calculée lors de la recherche de solutions cinématiques, dans le but d’optimiser la configuration).
La dernière tâche à effectuer dans cette phase de la conception consiste à calculer des erreurs sur la pré-
cision de positionnement, erreurs dues au comportement non idéal des articulations élastiques (dont on
ne tient pas compte dans le modèle géométrique). Si les erreurs calculées sont supérieures à celles spé-
cifiées dans le cahier des charges et qu’elles ne peuvent pas être compensées par les autres axes, alors le
dimensionnement doit être revu. Si après plusieurs itérations les précisions ou les raideurs ne peuvent
pas être atteintes, la solution envisagée doit être reconsidérée.
3.6  - Aspects dynamiques
A ce stade de la conception, la structure mécanique a pratiquement son aspect définitif. Une analyse mo-
dale est alors effectuée sur l’ensemble de la structure afin de valider la forme et la fréquence des modes
de vibration. Il faut noter que l’analyse modale peut être utilisée en amont pour concevoir des sous-en-
sembles ou des liaisons. Les valeurs propres et vecteurs propres obtenus par l’analyse modale permettent
d’estimer la bande passante qui peut être atteinte ainsi que les couplages entre les axes. Si la bande pas-
sante n’est pas satisfaisante, un retour à la phase précédente permet de redimensionner la structure.
L’analyse modale, complétée par l’analyse de la réponse fréquentielle (analyse dynamique fréquentielle)
permet d’identifier un modèle dynamique de la structure mécanique. Ce modèle peut théoriquement
32 Méthodologie de conceptions’obtenir analytiquement, mais pratiquement, la complexité des structures étudiées rend l’utilisation de
la méthode des éléments finis incontournable. Une fois un modèle dynamique obtenu, une simulation de
la dynamique du système en boucle fermée peut se faire. Ceci permet principalement de choisir les am-
plificateurs, capteurs, actionneurs et convertisseurs. L’intégration de l’ensemble des composants doit en-
suite être faite. Si cette intégration remet en cause l’analyse modale effectuée précédemment (du fait de
la masse des parties mobiles des capteurs et des actionneurs), cette phase doit être reprise.
3.7  - Identification et commande
Une fois le prototype réalisé, la première tâche à effectuer est une identification du comportement du
système en boucle ouverte. Cette identification permet, par comparaison avec le modèle dynamique ob-
tenu lors de la phase précédente, de valider la conception de la structure mécanique. Si le prototype pré-
sente les fréquences propres attendues, les raideurs, les courses et les masses en mouvement
correspondent à celles prévues. Il est alors possible d’implémenter et de tester une première commande
(de type PID par exemple). La répétabilité de positionnement et les raideurs doivent alors être atteintes.
Deux points peuvent encore être améliorés : la précision de positionnement, par le calibrage du robot
(par rapport aux différents types d’erreurs : dues aux articulations élastiques, dues à la fabrication ou
dues aux gradients thermiques) et les caractéristiques dynamiques en optimisant la commande. Si l’un
des points du cahier des charges ne peut pas être atteint, une erreur a été commise lors de l’une des phases
précédentes. Il peut par exemple s’agir d’une erreur de modélisation ou d’une non-linéarité qui a été
ignorée. Chaque erreur devrait être consignée dans une base de données utile aux prochaines concep-
tions.
3.8  - Domaines approfondis dans les chapitres suivants
La méthodologie proposée permet d’identifier l’ensemble des problèmes posés au concepteur d’un robot
de très haute précision à articulations élastiques. Certains de ces problèmes (ceux rattachés à la phase 1)
sont traités dans un travail de thèse connexe en cours [Helmer 2003]. Plusieurs points abordés dans ce
chapitre nécessitent des approfondissements. Les questions suivantes sont étudiées plus en détails dans
les prochains chapitres :
Le chapitre 4 propose une approche du dimensionnement des articulations élastiques
adaptée à la conception de robots. En particulier, on y traite de la résolution de problèmes
à contraintes multiples et d’une présentation de la notion d’articulations élastiques équi-
valentes.
Le chapitre 5 traite de la conception des liaisons à articulations élastiques et des caracté-
ristiques de ces liaisons (compliances, précision des mouvements, modes de vibration). Les
choix du matériau, du profil des articulations élémentaires et de la géométrie des masses y
sont abordés.
Le chapitre 6 est une étude des liens entre la dynamique des structures et la commande. Un




Le dimensionnement des articulations élastiques élémentaires est une étape importante de la conception.
La course et le volume d’un mécanisme dépendent très fortement des caractéristiques des articulations
élémentaires. Le but de ce chapitre est de proposer une méthode de dimensionnement ; les questions de
la formulation du problème et de la démarche à suivre sont donc abordées en priorité. Plusieurs exemples
montrent la pertinence de cette méthode ainsi que des résultats obtenus.
4.1  - Objectifs de conception et méthode proposée
4.1.1 - Introduction
Quelques auteurs se sont interrogés sur la démarche de conception et les questions qui se posent lors du
dimensionnement des articulations élastiques élémentaires. Différentes formulations et méthodes de ré-
solution de ce problème de conception ont été proposées. Certains auteurs suggèrent de dimensionner
les mécanismes compliants sur la base d’un critère d’efficacité énergétique [Hetrick 1999], critère qui
consiste à minimiser l’énergie de déformation tout en obtenant une amplification du mouvement donné
par l’actionneur. Cette méthode d’optimisation a été implémentée avec succès dans un code d’éléments
finis. Elle est transposable à la conception des mécanismes de haute précision dédiés à la robotique, au
sens où un critère d’efficacité énergétique est un objectif d’optimisation logique. Cependant, un certain
nombre de contraintes doivent être ajoutées. Beaucoup d’auteurs se sont focalisés sur le calcul de for-
mules analytiques qui concernent les compliances de certaines articulations [Paros 1965, Smith 1997,
Smith 2000, Henein 2001]. Si la compliance est un facteur tout à fait déterminant dans le cas d’un sys-
tème de mesure, c’est un paramètre beaucoup plus difficile à déterminer à partir du cahier des charges
d’un robot de très haute précision. Pour cette raison, le dimensionnement sera abordé différemment dans
ce chapitre, ce d’autant plus que le concepteur trouvera sans peine les formules de compliance dont il
aurait besoin dans la littérature.
En traitant du dimensionnement d’un col à rayon de raccord variable, une contribution importante a été
apportée sur le plan de la méthode [Lobontiu 2001]. En effet, les auteurs de cet article, tout en calculant
la valeur des compliances de ce col, s’intéressent également à d’autres conditions (précision du mouve-
ment et contrainte maximale atteinte). Cette démarche, que l’on retrouve également chez Xu et King
[Xu, W. 1996], a été retenue et généralisée dans ce chapitre.
4.1.2 - Formulation et outils de résolution de problèmes
Le dimensionnement d’une articulation élastique peut généralement se formuler sous la forme d’un pro-
blème d’optimisation, avec ses objectifs et ses contraintes ou comme un problème de recherche d’un en-
semble de solutions avec contraintes (le tableau 4.1 présente un exemple de problème formulé). Les
34 Dimensionnement des articulations élastiques élémentairescontraintes que l’on rencontre le plus fréquemment sont :
• un déplacement donné (translation ou rotation)
• une contrainte maximale admissible donnée
• une raideur donnée
• un cas de charge donné
• des contraintes technologiques (épaisseur minimale usinable, rapport d’aspect, ...)
Dans le cas où le dimensionnement se formule sous la forme d’un problème d’optimisation, en plus des
contraintes du type de celles énumérées ci-dessous, un ou plusieurs objectifs sont définis. Ces objectifs
peuvent être les suivants :
• maximiser la course
• maximiser un rapport de raideurs
• minimiser la charge
• minimiser une erreur
• minimiser l’encombrement
Les outils mathématiques les plus utiles à cette étape de conception sont les suivants:
• recherche d’extrema d’une fonction à un ou plusieurs paramètres
• résolution d’équations, recherche de racines
• évaluation numérique d’intégrales
• recherche de fonctions d’interpolation à partir de données (moindres carrés ou autre)
Le tableau 4.1 présente un exemple d’une formulation d’un problème.
4.1.3 - Méthode proposée
Pour une géométrie d’articulation choisie, la méthode de dimensionnement suivante est proposée ; elle
est applicable à de nombreux cas :
• Formuler analytiquement la géométrie de l’articulation
Constantes:





• 2mm < b < 10mm
• 0.2mm < c < a
• σmax < 600MPa




Tableau 4.1: Exemple de formulation d’un problème.
Chapitre 4 35• Calculer les efforts de liaison (sous forme symbolique)
• Calculer le torseur des efforts intérieurs (en tenant éventuellement compte d’efforts virtuels)
• Recenser les différents paramètres (distinguer les variables et les constantes dans le problème de
dimensionnement)
• Recenser les contraintes et si besoin, l’objectif d’optimisation
• Formuler l’énergie interne de déformation
• Appliquer les théorèmes énergétiques pour obtenir la grandeur désirée (sous forme intégrale si celle-
ci ne peut être intégrée analytiquement)
• Résoudre (numériquement si nécessaire) les équations posées en tenant compte des contraintes
• Valider l’articulation (ou les articulations) par la méthode des éléments finis
Cette méthode va être appliquée à plusieurs cas dans ce chapitre, afin d’en démontrer la pertinence.
4.2  - Etude du cas de l’élément lame
4.2.1 - Rappels de théorie des poutres
Quelques rappels de théorie des poutres sont nécessaires pour introduire l’étude du cas. La plupart des
ouvrages de mécanique des structures traitent cette théorie de façon approfondie [Del Pedro, 2001].
a - Délimitation du domaine d’étude
Les développements de ce chapitre se limitent aux poutres droites (ou à faible courbure). Même si la plu-
part des cas de charges peuvent être pris en compte dans la méthode proposée, seul le cas de la flexion
simple est étudié dans les exemples donnés. Les phénomènes de concentration de contrainte qui peuvent
limiter l’utilisation de certaines articulations ne sont pas considérés.
b - Torseur de section
Le torseur de section est composé des forces et des moments qui agissent dans une section donnée. La
figure 4.1 montre les différentes composantes du torseur de section.
 Figure 4.1: Composantes du torseur de section pour une section de normale e3.















36 Dimensionnement des articulations élastiques élémentairesT1 et T2 sont les composantes de l’effort tranchant (ou tangentiel), T3 correspond à l’effort normal. M1
et M2 sont les composantes du moment de flexion, M3 correspond au moment de torsion.
Dans le cas des poutres en flexion, seul l’effort tranchant et le moment de flexion interviennent. L’effet
de l’effort tranchant est généralement négligé. Un paragraphe est consacré à l’importance de cet effet.
Dans les exemples proposés, le moment de flexion et l’effort tranchant n’ont qu’une composante et sont
perpendiculaires entre eux (flexion simple). Si l’effort tranchant est négligé, la flexion simple devient
flexion pure.
Calcul du torseur de section.  Le calcul du torseur de section consiste simplement à calculer l’équi-
libre statique d’une partie de la poutre, en faisant abstraction de l’autre partie. Les éléments de réduction
sont écrits en G(S) (voir figure 4.2). Le torseur de section est calculé en écrivant l’équilibre de la partie
(S+) ou celui de la partie (S-). La convention de signe choisie est donnée par l’équation 4.2.
 Figure 4.2: Convention de signe pour le calcul du torseur de section.
(4.2)
c - Vecteur des contraintes
Le vecteur des contraintes agissant sur une surface de normale e3 est composé d’une contrainte dite «nor-
male» σ33 et de contraintes tangentielles (σ31 et σ32) (voir figure 4.3). Dans le cas des poutres, confor-
mément à l’une des hypothèses de Saint-Venant , les composantes σ11, σ12 et σ22 des contraintes agissant
sur les surfaces de normale e1 et e2 sont supposées négligeables.
 Figure 4.3: Composantes du vecteur des contraintes sur un élément de surface de normale e3.
Dans le cas de la flexion simple, la contrainte normale est liée au moment de flexion par la relation sui-
vante :
(4.3)
où M2 est le moment de flexion (M1=0), I le moment d’inertie de la section selon l’axe e2 et y la distance
à la fibre neutre selon l’axe e1.








Chapitre 4 374.2.2 - Exemple de la lame encastrée-libre (poutre cantilever)
L’exemple de la lame encastrée-libre (également appelée «cantilever») sollicitée par un effort et un mo-
ment (voir figure 4.4) est l’exemple le plus simple et sans doute l’un des plus couramment rencontrés.
La méthode proposée §4.1.3. est employée dans cet exemple.
 Figure 4.4: Etude du cas de la poutre encastrée-libre sollicitée par un effort et un moment.
Formuler analytiquement la géométrie de l’articulation. La géométrie de la lame est évidente,
l’épaisseur étant constante (ce point est important pour des géométries plus complexes de type col cir-
culaire ou elliptique).
Recenser les différents paramètres. Les paramètres géométriques sont la longueur (L), l’épaisseur
(h) et la profondeur (b). De plus, il y a un paramètre dépendant du matériau, le module d’Young (E).
Calculer les efforts de liaison (sous forme symbolique). Le calcul des efforts de liaison pour FB
et MB donnés est très simple. En effet, pour que la poutre soit à l’équilibre statique, les conditions sui-
vantes doivent être respectées :
(4.4)
Calculer le torseur des efforts intérieurs. Le torseur des efforts intérieurs est calculé conformé-
ment aux conventions rappelées ci-dessus (cf §4.2.1). Les diagrammes de l’effort tranchant ainsi que ce-
lui du moment de flexion sont montrés à la figure 4.4.
(4.5)
Calculer l’énergie interne de déformation.  L’énergie de déformation d’une poutre en flexion est
donnée par l’équation suivante (en négligeant l’effet de l’effort tranchant) :
(4.6)
I étant le moment d’inertie de la section de la poutre.
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38 Dimensionnement des articulations élastiques élémentaires(4.7)
Si une grande énergie potentielle doit être stockée dans une lame pour un cas de charge donné, il apparaît
qu’il faut soit augmenter sa longueur (L), soit diminuer l’inertie de la section (I) (par l’épaisseur (h) ou
la profondeur (b)), soit encore diminuer le module d’Young (E).
Appliquer les théorèmes énergétiques pour obtenir la grandeur désirée. 
L’application des théorèmes énergétiques permet d’obtenir les déplacements du point B en fonction des
efforts appliqués :
(4.8)
Pour augmenter les déplacements du point B, il faut intervenir sur les mêmes paramètres que pour aug-
menter l’énergie de déformation.
a - Cas particuliers
Plusieurs cas particuliers peuvent être étudiés, en particulier, MB=0, FB=0 ou θB=0.
Pour le cas MB=0, on obtient les équations suivantes :
(4.9)
Pour le cas FB=0 :
(4.10)
Avec la condition aux limites θB=0, MB et YB valent respectivement :
(4.11)
b - Déplacement d’un point intermédiaire
Pour obtenir, à l’aide des théorèmes énergétiques, le déplacement yC d’un point C intermédiaire, une for-
ce fictive FC doit être ajoutée, ce qui modifie l’écriture du torseur de section. La dérivée de l’énergie de
déformation par rapport à FC donne le déplacement du point C en appliquant la condition FC=0.
Dans le cas où MB=0 et si le point C est au centre de la lame, le déplacement de ce point vaut 5/16èmes
du déplacement yB.
Avec la condition aux limites θB=0, yC prend la valeur triviale yB/2.
Il est donc possible d’obtenir le déplacement d’un point intermédiaire en appliquant une force virtuelle.
Les seules complications induites par cette force virtuelle supplémentaire se trouvent au niveau du tor-
seur de section qui est légèrement plus compliqué à calculer et au niveau de l’intégration qui se fait en
deux parties.
c - Effet de l’effort tranchant
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Chapitre 4 39tion 4.7) de la façon suivante :
(4.12)
Dans l’écriture de l’effet de l’effort tranchant, S correspond à l’aire de la section de la lame, η au coef-
ficient de forme de la section et G au module de glissement. L’effort tranchant n’a pas d’effet sur l’angle
de rotation de la section, il a un effet sur la flèche, qui doit être recalculée :
(4.13)
Exemple. Soit le cas de charge MB=0, le rapport entre le déplacement dû à l’effort tranchant et celui dû
au moment de flexion est donné par l’équation 4.14 (ν correspond au coefficient de Poisson).
(4.14)
Soit une lame en acier de longueur 5 mm,
• pour une épaisseur de 0.1 mm ce rapport vaut 0.05%
• pour une épaisseur de 0.2 mm ce rapport vaut 0.20%
• pour une épaisseur de 0.3 mm ce rapport vaut 0.45%
De ces résultats, il est possible de tirer la conclusion que pour les compliances rencontrées dans la con-
ception de robots à articulations élastiques, l’effet de l’effort tranchant est négligeable.
4.3  - Etude du col circulaire
Formuler analytiquement la géométrie de l’articulation. La géométrie du col circulaire est re-
lativement facile à formuler. L’équation 4.15 donne l’expression analytique de l’épaisseur h du col cir-
culaire en fonction de son épaisseur en sa partie la plus étroite h0, de son rayon R, et de l’abscisse x, x
variant de 0 à 2R. La figure 4.5 montre l’évolution de la demi-épaisseur du col pour différentes valeurs
de R (pour h0 fixé).
(4.15)
 Figure 4.5: Variation de la géométrie du col circulaire pour différentes valeurs de R.
Recenser les différents paramètres. Les paramètres géométriques sont h0, R et la profondeur b. Le
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40 Dimensionnement des articulations élastiques élémentairesCalculer les efforts de liaison (sous forme symbolique). Le calcul des efforts de liaisons pour
FB et MB donnés est le même que pour la lame en remplaçant L par 2R (cf §4.2.2).
Calculer le torseur des efforts intérieurs. Le torseur des efforts intérieurs est identique à celui de
la lame, le cas de charge considéré étant le même (L vaut dans ce cas 2R).
Calculer l’énergie interne de déformation.  L’énergie de déformation du col circulaire est calcu-
lée de façon identique au cas précédemment traité. Cependant, l’intégration n’est analytiquement plus
possible. La formule non intégrée de U est :
(4.16)
Cette intégrale peut être résolue analytiquement en faisant l’usage d’un outil logiciel de type Mathema-
tica. Dans le cas du col circulaire, il est possible de résoudre des problèmes de conception concrets sans
passer par une résolution numérique de l’équation 4.16. La démarche qui pose le moins de problème de
calcul consiste à choisir des valeurs pour les paramètres géométriques du col, et de voir quels déplace-
ments et quelles contraintes sont induits pour différents cas de charges. Le problème traité ci-dessous
reprend cette démarche.
Exemple1.  Soit un col, usiné dans un acier de module d’Young E=200GPa, ayant les paramètres géo-
métriques suivant: R=4.0mm, h0=0.1mm, b=10.0mm. Quel couple angle-contrainte obtient-on sous une
charge FB de 1N ?
Solution. Pour la géométrie et le cas de charge donnés, on obtient, par dérivation de l’énergie de défor-
mation par rapport à MB puis par évaluation numérique, une valeur de θB de 1 degré. L’expression ana-
lytique de la contrainte à la surface du col circulaire est la suivante :
(4.17)
Dans le cas où FB est différent de 0, il n’est pas immédiat de trouver le maximum de la fonction σ le long
du col. En effet, le moment de flexion est strictement décroissant, alors que l’épaisseur du col présente
un minimum au centre. La solution consiste donc à trouver la valeur de x pour laquelle la dérivée de σ
est nulle. La valeur trouvée dans notre cas est x=3.975mm. La valeur maximale de σ est alors de
241MPa.
Remarque : dans les limites proposées dans la définition du col circulaire, soit R/h0>5 [Henein 2001],
considérer que la contrainte maximale se situe au centre du col entraîne une erreur n’excédant pas 5-
10%. Dans les cas où, d’un point de vue géométrique, les limites de la définition du col circulaire sont
approchées et où l’effort FB est important, il est prudent de calculer la valeur exacte de la contrainte
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Chapitre 4 41Pour le concepteur de robots, les objectifs de la démarche de conception sont souvent d’obtenir une cer-
taine course avec un matériau donné, c’est-à-dire pour une contrainte maximale admissible donnée. Il
s’agit donc de la problématique inverse de celle traitée ci-dessus. Dans certains cas, il est possible d’ob-
tenir un ensemble de couples de paramètres permettant de remplir ces conditions. L’exemple ci-dessous
montre un cas de ce type de calculs.
Exemple2.  Quels paramètres utiliser pour obtenir un col circulaire en acier de module d’Young
E=200GPa et de profondeur 10mm, sollicité par une force FB, autorisant une course de 1°, pour une con-
trainte maximale de 600MPa ?
Solution. Pour résoudre ce problème, il faut commencer par analyser les équations dont nous dispo-
sons. Selon l’énoncé, le col circulaire doit remplir deux conditions : l’une sur la course angulaire, l’autre
sur la contrainte maximale. Les équations liées à ces conditions sont respectivement :
(4.19)
(4.20)
Le calcul de la course angulaire ne peut se faire que par intégration numérique, pour des valeurs de FB,
R et h0 données. Pour trouver une relation entre ces trois paramètres, nous pouvons utiliser la formule
simplifiée de la contrainte maximale (cf. équation 4.18), ce qui nous donne la relation suivante :
(4.21)
Nous remplaçons (dans l’équation 4.19) FB par l’expression ci-dessus. Nous pouvons obtenir par inté-
gration numérique la course angulaire θB pour laquelle la contrainte maximale est atteinte, et ce, pour
différentes valeurs de R et de h0. La figure 4.6 représente la surface obtenue. Tous les triplets {h0, R, θB}
de cette surface remplissent la condition de la contrainte maximale.
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42 Dimensionnement des articulations élastiques élémentairesIl ne reste alors plus qu’à trouver l’intersection de cette surface avec le plan θB=1°, pour obtenir l’en-
semble des solutions au problème posé. La courbe ci-dessous représente cette intersection, c’est-à-dire
les couples (h0, R) qui remplissent les conditions imposées. Les articulations élastiques élémentaires so-
lutions du problème posé (même contrainte maximale pour une même course) sont dites fonctionnelle-
ment équivalentes1.
 Figure 4.7: Courbe h0=f(R) qui donne les couples de valeurs qui forment l’ensemble des solutions du 
problème posé.
Une étude par la méthode des éléments finis permet de valider les résultats obtenus. La figure 4.8 montre
la répartition des contraintes le long de l’articulation pour R=2.5 mm. Les résultats obtenus par la mé-
thode des éléments finis divergent peu par rapport à ceux obtenus par le biais de la formulation analyti-
que (erreurs inférieures à 5% dans le cas R=2.5 mm).
 Figure 4.8: Répartition de la contrainte principale maximale le long de l’articulation pour 
R=2.5mm.
Remarque : le choix qui reste à effectuer dans l’ensemble des solutions dépend du cahier des charges
posé. Ce choix est déterminé par exemple par la bande passante désirée ou par l’effort maximal que peut
fournir l’actionneur. Ce choix dépasse le contexte des articulations élémentaires pour s’inscrire dans la
démarche globale de conception.
1. La notion d’articulations fonctionnellement équivalentes se réduit normalement à des articulations 
ayant même contrainte maximale, même encombrement et même course, mais peut être généralisée au 
cas traité dans cet exemple.
Chapitre 4 434.4  - Etude du col elliptique
Formuler analytiquement la géométrie de l’articulation. La géométrie du col elliptique peut
être formulée de la façon suivante:
(4.22)
L’épaisseur du col elliptique dépend de 3 paramètres : h0 l’épaisseur du col en sa partie la plus fine, a le
rayon selon la direction x, c le rayon selon la direction y. La figure 4.9 montre l’évolution de la demi-
épaisseur du col pour différentes valeurs de c (pour a et h0 fixés).
 Figure 4.9: Variation de la géométrie du col elliptique pour différentes valeurs de c.
Recenser les différents paramètres. Les paramètres géométriques sont h0, a, c ainsi que la profon-
deur b. Le module d’Young est également un paramètre modifiable. Les principaux avantages de cette
géométrie sont les suivants :
• pour a et b constants, l’encombrement du col reste constant
• en variant c, la géométrie du col passe de la géométrie du col circulaire (c=a) à celle de la lame 
(c=+∞)
Calculer les efforts de liaison (sous forme symbolique). Le calcul des efforts de liaisons pour
FB et MB donnés est le même que pour la lame en remplaçant L par 2a (cf §4.2.2).
Calculer le torseur des efforts intérieurs. Le torseur des efforts intérieurs est identique à celui de
la lame, le cas de charge considéré étant le même (L vaut dans ce cas 2a).
Calculer l’énergie interne de déformation.  L’énergie de déformation du col elliptique est calcu-
lée de façon identique aux cas précédemment traités. Comme pour le col circulaire, l’intégration n’est
analytiquement plus possible. La formule non intégrée de U est :
(4.23)
Des problèmes du même type que ceux formulés dans le cas du col circulaire peuvent être posés. Leur
résolution est également identique. Dans le cas du col elliptique, il est possible d’obtenir des cols dits
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44 Dimensionnement des articulations élastiques élémentaires«fonctionnellement équivalents», c’est-à-dire des cols qui pour un même encombrement (dans le plan
ou dans l’espace), vont permettre d’effectuer un même déplacement pour une contrainte maximale don-
née. Le problème résolu ci-dessous montre la démarche à suivre dans ce cas.
Exemple. Trouver des cols elliptiques tel que σmax = 600MPa, θB = 5° et FB = 0.1N, en faisant varier
les paramètres c, h0, b (a et E sont considérés constants, MB est considéré nul) (cf. figure 4.10).
 Figure 4.10: Paramètres du col elliptique pour l’exemple traité.
Solution. Pour résoudre ce problème, le concepteur dispose des équations de la contrainte et des déri-
vées de l’énergie de déformation. Dans ce cas, il n’est plus possible de considérer que la contrainte maxi-
male se situe au centre de l’articulation. Il faut trouver la valeur de x qui annule la dérivée de la contrainte
par rapport à x, puis calculer la contrainte maximale obtenue en ce point, en fonction de FB, c, h0, b.
L’équation de la contrainte maximale permet alors de trouver une fonction f qui relie FB/b à c, h0. Dans
l’expression de l’angle, on remplace alors FB/b par son expression, et on obtient une fonction g qui relie
θB à c et h0. L’intersection de la fonction g avec le plan θB = 5° donne une courbe de valeurs de h0 en
fonction de c. La fonction f et la condition FB = 0.1N permettent alors d’obtenir une courbe de valeurs
de b en fonction de c. La figure 4.11 présente les deux courbes obtenues.
 Figure 4.11: Courbes de l’épaisseur minimale h0 et de la profondeur b en fonction du paramètre c.
Les deux courbes ci-dessus démontrent bien que plus le col tend vers une configuration de type col cir-
culaire (c grand), plus l’épaisseur minimale est faible. A l’inverse, plus le col tend vers une configuration
lame, plus l’épaisseur minimale est grande. La condition d’une rigidité équivalente (θB = 5° pour FB =
0.1N) impose que plus l’épaisseur minimale est grande, plus la profondeur est petite, et à l’inverse, pour
une épaisseur minimale faible, le col est profond.
Chapitre 4 45 Figure 4.12: Géométrie de quelques cols elliptiques qui répondent aux contraintes posées.
La figure 4.12 présente quelques géométries parmi les solutions au problème posé. Les critères de choix
qui permettent de sélectionner la géométrie définitive sont de plusieurs types, et dépassent généralement
le cadre du choix de l’articulation élémentaire. Parmi ces critères, on peut citer :
• des rigidités selon certaines directions (les calculs pour obtenir ces rigidités sont du même type que 
ceux effectués ci-dessus)
• des déplacements considérés comme parasites (par exemple, le déplacement du centre instantané de 
rotation (CIR) dans le cas de l’articulation elliptique)
• des contraintes liées à l’intégration de l’articulation dans la liaison ou dans la structure
• des limites technologiques ou pratiques (critères d’usinabilité ou de robustesse)
4.5  - Conclusions
Une méthode a été donnée au début de ce chapitre permettant de poser et résoudre des problèmes de di-
mensionnement d’articulations élastiques. La résolution proposée utilise les théorèmes énergétiques.
Trois exemples sont traités en suivant cette méthodologie : la lame, le col circulaire, le col elliptique.
D’autres articulations peuvent être traitées suivant la même démarche (la barre de torsion par exemple).
L’écriture de l’énergie de déformation et des contraintes de certaines articulations est difficile (pour les
membranes par exemple) voir impossible (pour des géométries plus complexes). Seule la méthode des
éléments finis permet de dimensionner ces articulations en effectuant des analyses de sensibilités et cal-
culs d’optimisation.
Synthèse - Il a été montré que les théorèmes énergétiques sont un moyen efficace et élégant
de dimensionnement des articulations élastiques. Cette méthode permet en particulier
d’obtenir le déplacement d’un point quelconque d’une articulation (centre instantané de
rotation par exemple) en introduisant un effort fictif. D’autre part, un exemple illustre le
fait que l’effet de l’effort tranchant peut être négligé dans le cadre de ce travail.
Plusieurs exemples de dimensionnement permettent d’introduire la notion nouvelle d’articulations fonc-
46 Dimensionnement des articulations élastiques élémentairestionnellement équivalentes et de faire le lien entre le dimensionnement des articulations et le reste de la
démarche de conception.
Synthèse - Des articulations fonctionnellement équivalentes sont des articulations qui pour
une déformation maximale donnée présentent la même contrainte maximale. Cette défini-
tion peut être restreinte à des articulations ayant un même encombrement. Ces articula-
tions sont un ensemble de solutions à un problème de conception donné. Le choix d’une
articulation parmi cet ensemble peut se faire selon différents critères : énergétique (effort
le plus faible en fin de course), dynamique (valeur des modes de vibration d’une liaison)
ou statique (raideur selon une direction).
Le concept des articulations fonctionnellement équivalentes permet de mettre en évidence l’importance
des choix du concepteur. Il est possible de concevoir deux articulations et donc par extension deux
liaisons ou deux structures mécaniques qui permettent d’effectuer la même course tout en utilisant tout
le potentiel élastique du matériau choisi. Or les caractéristiques de ces articulations ou structures (du
point de vue des raideurs ou des modes vibratoires) pourront être totalement dissemblables. Le concep-
teur peut donc modifier les caractéristiques d’une articulation en fonction de son cahier des charges. En
conséquence et à un niveau supérieur, il lui est également possible de modifier les propriétés des liaisons.
Ce sujet est traité dans le chapitre suivant.
5Conception des liaisons à articulations
élastiques
Le chapitre précédent a proposé une démarche permettant de dimensionner des articulations élastiques.
Des liaisons mécaniques peuvent être conçues à partir de ces articulations élémentaires. Ce chapitre pro-
pose une étude des caractéristiques des liaisons à articulations élastiques. L’effet du choix d’un matériau
est ensuite considéré, ainsi que l’influence du choix des articulations parmi des articulations fonction-
nellement équivalentes. Ensuite, il est montré comment la géométrie des masses peut modifier les carac-
téristiques d’une liaison.
5.1  - Caractéristiques d’une liaison
5.1.1 - Matrice de compliance
La matrice de compliance d’une liaison exprimée en un point permet de connaître les déplacements dus
à des efforts donnés. Sous sa forme générale, il s’agit d’une matrice 6x6. Plusieurs auteurs ont analysé
les propriétés des matrices de raideur et de compliance. L’origine de ces recherches provient de l’utili-
sation d’éléments mécaniques compliants pour des tâches d’assemblage. Fasse et al. ont cherché les dif-
férentes méthodes permettant de modéliser deux corps solides liés élastiquement [Fasse 1998, Zhang
2000]. Loncaric a montré qu’il existe un repère dans lequel les couplages entre raideurs en translation et
en rotation sont minimaux [Loncaric 1987]. Les développements théoriques liés à ces travaux dépassent
largement l’objectif de ce chapitre et ne sont donc pas donnés ici. Afin de sensibiliser le lecteur avec la
compliance des guidages à articulations élastiques, quelques exemples de guidages sont donnés ci-des-
sous.
a - Exemple d’un pivot à lame
L’objectif de cet exemple est de donner la forme exacte de la matrice de compliance d’un guidage pivot
à lame (épaisseur de lame : 0.2mm, longueur de lame: 2.5mm, profondeur: 5mm, longueur du solide :
5mm, acier : σadm=600MPa - cf. figure 5.1). Cette matrice lie les forces et moments appliqués en un
point aux déplacements linéaires et angulaires en ce même point. Pour obtenir les coefficients de cette
matrice, la méthode consiste à choisir un repère fixé à la sortie {B}, et pour chaque cas de charge à ob-
tenir les 6 paramètres du déplacement du solide par rapport à un repère fixe {A}. Les repères {A} et {B}
sont confondus à l’origine. Les translations sont obtenues par la mesure des translations de l’origine du
repère {B}. Les rotations (angles d’Euler) doivent être calculées à l’aide de déplacements de plusieurs
points du repère {B} exprimés dans {A}. En tout, 8 coordonnées doivent être mesurées (3 pour la trans-
lation, 5 pour obtenir les angles d’Euler).
48 Conception des liaisons à articulations élastiques Figure 5.1: Pivot à lame et repères associés (les repères {A} et {B} sont confondus avant 
déformation).
L’analyse indépendante des six cas de charge (3 forces, 3 moments) par la méthode des éléments finis
permet d’obtenir les déplacements des points Oi (1<i<4). Les angles d’Euler sont alors calculés à partir
de la matrice de passage de {B} vers {A} (c’est-à-dire à partir de l’expression des vecteurs unitaires du
repère {B} dans le repère {A} - cf. équation 5.1). Les angles choisis dans cet exemple pour obtenir les
paramètres de rotation à partir des coordonnées des points sont les angles d’Euler selon ZYX (à partir
du repère {A} les rotations se font de la manière suivante : selon Z, d’angle α, puis selon Y’, d’angle β,
puis selon X’’, d’angle γ). :
(5.1)
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Chapitre 5 49Pour le pivot à lame, la translation selon x et la rotation selon β sont couplées, de même que la translation
selon y et la rotation selon γ (la forme de cette matrice ainsi que l’expression analytique de ses termes
est donnée par Koseki et al. [Koseki 2000]). Le signe des couplages dépend de l’orientation du repère
{A}. Les autres termes de couplage peuvent être considérés comme nuls. La translation selon z et la ro-
tation autour de ce même axe n’induisent donc pas d’autres mouvements. Par ailleurs, la matrice de com-
pliance fait apparaître que le pivot à lame présente des raideurs faibles pour une translation selon x et
selon une rotation autour de l’axe y et des raideurs élevées pour une translation selon z et selon une ro-
tation autour de l’axe x. Ces informations nous aident à disposer correctement les liaisons par rapport à
leur fonction dans la cinématique et nous permettent de comparer les raideurs obtenues avec celles re-
quises dans le cahier des charges. Les relations permettant de changer de repère d’expression ou de re-
père pour l’application des forces se trouvent dans la littérature en robotique [Craig 1986, Merlet 2000].
b - Exemple d’un bras à deux cols circulaires (2 ddl)
L’exemple choisi ici est celui d’un bras à deux cols circulaires (longueur col à col : 38mm ; épaisseur
des cols : 50µm ; rayon des cols : 2.5mm et profondeur 8mm - cf. figure 5.2). La contrainte Von Mises
maximale dans ce bras est de 760MPa pour un déplacement ∆x de 2mm.
Les cas de charge étudiés sont purs (effort ou moment selon un axe du repère lié à la sortie), mais des
contraintes géométriques sont ajoutées afin de forcer les déplacements selon la direction voulue (cf. fi-
gure 5.2). Ceci revient en fait à exercer une combinaison de charge pour obtenir le déplacement voulu.
Cette méthode ne tient pas compte des couplages et ne donne donc pas les déplacements réels de la struc-
ture soumise à un cas de charge donné, mais elle permet d’obtenir plus rapidement que la méthode pré-
cédente une idée assez précise des caractéristiques de raideurs d’une liaison.
Les raideurs obtenues sont données dans le tableau 5.1.
Le tableau ci-dessus fait bien apparaître les degrés de liberté du guidage (Kx et Kθz) dont les raideurs
sont faibles (elles sollicitent la flexion naturelle des cols). Les autres raideurs sont comparées aux rai-
deurs des degrés libres. Avec un rapport de 46, la torsion selon θy ne peut pratiquement pas être consi-
dérée comme bloquée. Si la fonction de blocage de cette torsion est importante, le bras proposé n’est en
aucun cas la solution à privilégier; une autre orientation ou une autre structure est à choisir. Viennent
ensuite les raideurs Kz et Kθx qui sollicitent la flexion transverse du col. Avec des rapports de raideur
d’environ 7500, ces raideurs peuvent être suffisantes pour bloquer des degrés de liberté dans une struc-
ture. La dernière raideur considérée, Ky, est la plus élevée. L’utilisation de la traction-compression est
donc le moyen le plus efficace de bloquer un degré de liberté. Cependant il existe une perte de raideur
en-dehors de la position d’équilibre qui doit être quantifiée. Ce point est abordé dans l’exemple suivant.
Ki/Kx Kθi/Kθz
Kx 62 N/m 1 Kθx 444.4 Nm/rad 7530
Ky 34.2x106 N/m 0.55x106 Kθy 2.7 Nm/rad 46
Kz 473x103 N/m 7600 Kθz 0.059 Nm/rad 1
Tableau 5.1: Raideurs et rapports de raideurs en translation et en rotation du bras à deux cols 
circulaires étudié
50 Conception des liaisons à articulations élastiques Figure 5.2: Exemple d’un bras à deux cols circulaires dans sa position initiale (gauche), déformé 
sous l’effet d’un moment selon z avec la position du centre de la sortie contrainte selon x (centre) et 
déformé sous l’effet d’un effort selon x avec l’angle θz contraint à 0 (droite).
c - Exemple de la table à 4 cols circulaires
La table à 4 cols circulaires répond à une fonction de guidage prismatique et présente donc un seul degré
de liberté. La table considérée est composée de deux bras identiques à celui étudié dans l’exemple pré-
cédent (distance entre les bras : 42mm). Le tableau 5.2 donne une synthèse des raideurs obtenues par la
méthode des éléments finis.
Les raideurs en translation ainsi que la raideur Kθx sont deux fois plus grandes que celles du bras simple
(les différences observées sont dues au choix de la convergence des calculs par éléments finis). Les rai-
deurs en rotation Kθy et Kθz peuvent être respectivement calculées à partir des raideurs en translation
Kz et Ky de l’exemple précédent. Nous allons voir maintenant dans quelle mesure la raideur selon Ky
est affectée par la position de la sortie selon x (ce résultat compte également pour Kθz).
La figure 5.3 donne un aperçu de la perte de raideur selon y en fonction de la flèche x imposée, et ce,
pour deux charges différentes (analyse par éléments finis tenant compte des non-linéarités géométri-
ques). Une double non-linéarité de la raideur est donc visible : l’une par rapport à la flèche, l’autre par
rapport à la charge. Dans le cas d’un guidage à col circulaire, cette perte de raideur est faible.
Ki/Kx Kθi/Kθy
Kx 134 N/m 1 Kθx 1025 Nm/rad 2.5
Ky 68.5x106 N/m 0.51x106 Kθy 416.6 Nm/rad 1
Kz 970x103 N/m 7240 Kθz 30979 Nm/rad 74.4
Tableau 5.2: Raideurs en translation et en rotation de la table à 4 cols circulaires étudiée.
Chapitre 5 51 Figure 5.3: Simulation de l’évolution de la raideur Kz de la table en fonction de la flèche donnée.
d - Conclusion
Les trois exemples traités ci-dessus donnent un aperçu d’une part des raideurs qui peuvent être obtenues
à l’aide de guidages flexibles et d’autre part des rapports entre ces raideurs. La méthode d’analyse pro-
posée (découplage des raideurs) permet d’obtenir rapidement une idée des raideurs d’une liaison. La ma-
trice de compliance exacte peut être obtenue par éléments finis en mesurant le déplacement de points
(huit coordonnées) pour les 6 différents cas de charge.
5.1.2 - Précision des mouvements
La précision d’un guidage correspond à l’écart entre le mouvement idéal d’une liaison et le mouvement
réel de celle-ci. Cet écart peut être dû à plusieurs facteurs :
• géométrique : même avec des liaisons idéales, le mouvement présente des écarts (l’exemple le plus
courant est celui du guidage prismatique à 4 pivots)
• articulation : la déformation des articulations élastiques crée des écarts de mouvements (ces écarts
peuvent être calculés analytiquement ou par éléments finis)
• autres : des erreurs d’usinage, un matériau non homogène et des gradients thermiques peuvent ame-
ner des écarts entre théorie et mesure.
Parmi les facteurs qui peuvent provoquer des écarts entre le comportement idéal d’une liaison et son
comportement réel, les deux premiers sont entièrement déterministes. Il est donc possible d’en tenir
compte lors de la conception, comme cela a été suggéré dans le chapitre 3, lors de l’analyse des hypers-
tatismes et lors de la validation de la précision. Dans le chapitre 4, il a été montré qu’il était possible de
calculer les écarts dus aux articulations. Les autres facteurs sont plus difficiles à estimer et à quantifier.
Par exemple, seule l’expérience permet d’avoir une idée précise des erreurs liées à l’utilisation d’une
technologie d’usinage particulière. Des travaux récents abordent ce type de problématique [Ryu 1997,
Fazenda 2003].
5.1.3 - Modes de vibration
Les modes de vibration (valeurs et vecteurs propres) sont une image des caractéristiques dynamiques
d’une liaison. Ils dépendent directement de la matrice de masse et de la matrice de raideur de la liaison.
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fréquences propres peut être obtenue analytiquement (en supposant que l’on connaît a priori la forme du
mode recherché). Pour des structures plus complexes, l’utilisation de la méthode des éléments finis est
nécessaire. Du point de vue vibratoire, un guidage est d’autant plus intéressant qu’il présente des rap-
ports élevés entre les fréquences des modes de vibration qui correspondent aux degrés de liberté et celles
des modes parasites (cf. Chap. 6). Les fréquences des modes parasites d’une liaison doivent être au-delà
de la bande passante du mécanisme. Par contre, si les fréquences (et donc les raideurs) qui correspondent
aux degrés de liberté sont trop élevées, une énergie importante sera utilisée pour contrôler le mécanisme,
ce qui doit être évité. La figure 5.4 illustre le résultat d’une analyse modale d’une membrane (la sépara-
tion entre ddl et modes parasites est bien visible). Le nombre de ddl d’une liaison élastique est défini à
partir des modes de vibration.
 Figure 5.4: Illustration des 5 premières formes propres d’une membrane. L’écart entre les modes 1, 
2 & 3 et les modes suivants permet de considérer que cette structure est à 3 ddl (calculs éléments finis).
5.2  - Influence du choix du matériau
5.2.1 - Caractéristiques des matériaux
Plusieurs paramètres interviennent dans le choix d’un matériau. Le tableau 5.3 donne les propriétés d’un
alliage d’aluminium, d’un acier allié et d’un alliage de titane. Les propriétés d’autres alliages se trouvent
dans la littérature [Smith 2000] et auprès des fournisseurs (la limite de fatigue n’est souvent pas donnée).
Dans notre cas, l’analyse du rapport (E/ρ)1/2 montre que d’un point de vue dynamique, il n’y pas de dif-
férence sensible entre un matériau et un autre. Ceci signifie que deux guidages identiques de matériaux
différents présenteront les mêmes fréquences propres. Par contre, les raideurs seront différentes. Le rap-
port σadm/E donne l’aptitude d’un matériau à la déformation. Deux guidages identiques de matériaux dif-
férents présenteront des courses proportionnelles à ce rapport.
Chapitre 5 53Si l’approche des articulations fonctionnellement équivalentes1 est reprise, pour une même course, un
guidage en titane allié aura des dimensions bien plus faible qu’un guidage en alliage d’aluminium. En
conséquence, les fréquences propres seront plus élevés dans le cas du titane. Un exemple de dimension-
nement est traité pour montrer l’influence du choix du matériau sur les caractéristiques obtenues.
5.2.2 - Dimensionnement
L’exemple de dimensionnement choisi est celui d’un guidage à 4 cols prismatiques (cf. figure 5.5), il ne
tient pas compte du phénomène de concentration de contrainte. La stratégie de dimensionnement suivie
ci-dessous consiste tout d’abord à trouver la longueur de bras qui permet d’effectuer une course donnée
en exploitant toute la déformation potentielle du matériau. Ainsi, la contrainte maximale admissible est
atteinte au maximum de la course. Pour ce dimensionnement, une articulation élastique élémentaire est
choisie et est considérée invariante.
Conformément à la formule donnée par Henein [Henein 2001], l’effort qui s’applique au point B vaut F/
2 et le moment qui s’applique au point B (cf. figure 5.5) est le suivant :
(5.3)
La flèche obtenue, pour des petits angles, est la suivante :
(5.4)
Le système d’équations à résoudre est alors :
(5.5)
avec Lc, I, h, Ey, fcons, σadm connus, F et L inconnues.






AlZnMgCu1,5 72 2.81 480 110 0.15 5062
X220CrVMo13-4 196 7.6 2050 800 0.41 5078
Ti6Al4V 114 4.45 830 600 0.53 5061
Tableau 5.3: Propriétés de quelques matériaux types.
1. Des articulations sont dites fonctionnellement équivalentes si pour une déformation donnée, les con-
traintes maximales atteignent la valeur maximale admissible (cf. § 4.3).
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54 Conception des liaisons à articulations élastiques Figure 5.5: Paramètres pour le calcul des guidages à 4 cols prismatiques.
L’écartement des bras et la profondeur du guidage sont arbitrairement gardées constantes.
 Figure 5.6: Dimensions relatives des différents guidages obtenus.
La figure 5.6 donne les dimensions relatives des guidages obtenus. L’encombrement du guidage en al-
liage d’aluminium est bien plus important que celui des guidages obtenus avec les deux autres matériaux.
5.2.3 - Caractéristiques
Du point de vue de la raideur selon la direction perpendiculaire au plan du guidage, la raideur la plus
grande est obtenue pour le guidage en acier allié.
Du point de vue de la précision des mouvements, les déplacements du centre instantané de rotation seront
d’autant plus grands que la course de l’articulation est importante. Par conséquent, si les articulations
sont considérées comme des pivots idéaux dans le modèle géométrique, la précision la plus grande sera
obtenue avec le guidage en alliage d’aluminium.
Les valeurs des deux premières fréquences propres de vibration des trois guidages sont données dans le
tableau 5.4.
Chapitre 5 55Les valeurs présentées ci-dessus démontrent que pour une même course admissible, un guidage en titane
ou en acier aura des fréquences propres bien plus élevés qu’un guidage en alliage d’aluminium. Par con-
tre, le choix du matériau ne modifie pas le rapport entre les fréquences. Le choix se portera donc sur des
alliages de titane ou d’acier lorsque l’encombrement sera critique ou lorsque les fréquences propres se-
ront trop faibles.
5.3  - Impact du profil des articulations
5.3.1 - Articulations elliptiques fonctionnellement équivalentes : rappel
Pour démontrer l’impact du choix du profil des articulations élémentaires sur les caractéristiques d’un
guidage, une liaison pivot à col elliptique est choisie comme exemple. Il s’agit de la liaison la plus sim-
ple, puisqu’elle n’est composée que d’une articulation. Le choix du col elliptique, comme démontré au
chapitre précédent (cf. § 4.4), permet une variation de profil allant du col circulaire à la lame. Dans
l’exemple traité ci-dessous, le concept d’articulations fonctionnellement équivalentes est employé. Ceci
signifie que tous les profils sélectionnés présentent pour la course choisie (+/- 5° dans l’exemple) la
même contrainte maximale (800 MPa dans l’exemple)1.
 Figure 5.7: Liaisons pivot à articulations fonctionnellement équivalentes (matériau : acier allié/
E=196GPa/σ adm=800MPa, Rx=2.5mm, profondeur 10mm, longueur de la partie supérieure 10mm). 
Le col circulaire équivalent aurait les caractéristiques suivantes (Ry=2.5mm, h0=30µm, Fy=0.096N).
Mode AlZnMgCu1,5 X220CrVMo13-4 Ti6Al4V
1 12.5 Hz. 32.1 Hz. 42.0 Hz.
2 (flexion transverse) 630 Hz. 1522 Hz. 1846 Hz.
Tableau 5.4: 1ère et 2ème fréquences propres de la table à 4 cols prismatiques pour 3 matériaux 
différents (cf. figure 5.15).
1. Il est possible de généraliser la notion d’articulations fonctionnellement équivalentes au concept de 
liaisons fonctionnellement équivalentes. Les liaisons obtenues dans cette étude d’une liaison pivot à col 
elliptique répondent à une même fonction (course) et à une même contrainte (contrainte maximale). Il 
en est de même pour les guidages prismatiques dimensionnés dans l’exemple précédant (cf. § 5.2.2) 
56 Conception des liaisons à articulations élastiques Figure 5.8: Courbes analytiques de l’épaisseur minimale de l’articulation (h0) et de l’effort maximal 
(Fy) en fonction du petit rayon de l’articulation elliptique.
Les guidages obtenus (cf. figure 5.7 & figure 5.8) remplissent donc une même fonction cinématique. La
figure 5.9 illustre la répartition des contraintes le long de l’articulation. Lors du dimensionnement, l’hy-
pothèse a été faite que la contrainte maximale se situe au centre de l’articulation.
 Figure 5.9: Répartition des contraintes le long des trois articulations dimensionnées.
Leurs propriétés de raideur et de précision diffèrent cependant. Le déplacement du centre instantané de
rotation est d’autant plus grand que l’on tend vers une configuration lame (cf. figure 5.10).
 Figure 5.10: Ecart entre la trajectoire du point d’application de la force dans le cas idéal (cercle de 
centre le milieu de l’articulation) et la trajectoire simulée par éléments finis. Cet écart croît lorsque 
l’articulation tend vers une configuration de type lame.
Chapitre 5 57Les raideurs sont d’autant plus faibles que l’on converge vers une configuration de type col circulaire.
L’analyse modale de ces 3 cas, présentée ci-dessous, donne une idée précise des différences observées
du point de vue des raideurs.
5.3.2 - Analyse modale
Les matrices de masse des guidages en rotation proposés peuvent être considérées identiques. Seules les
raideurs sont modifiées par le choix du profil.
Une analyse modale permet de dresser les tableaux suivants :
5.3.3 - Conclusions
La modification du type de profil a un effet majeur sur la raideur correspondant au 1er mode des guida-
ges. Elle a un effet plus faible sur les autres modes. Les propositions suivantes sont établies :
• les raideurs d’une lame sont plus grandes que celles d’un col circulaire fonctionnellement
équivalent ;
• les rapports des fréquences propres entre les modes correspondant aux degrés de liberté et les autres
sont plus grands dans le cas du col circulaire ;
• la sensibilité des raideurs du col circulaire aux erreurs de fabrication est plus grande ;
• une fois la limite technologique de l’épaisseur minimale atteinte avec un col circulaire, il est possi-
ble d’augmenter la course en passant à un profil de type lame.
S’il est nécessaire d’augmenter la fréquence propre d’un mode d’ordre élevé (flexion transverse par
exemple), il est possible de passer d’une configuration de type col circulaire à une configuration de type
lame. Cependant, cette augmentation se fait aux dépends de la raideur correspondant au premier mode.
Pour un mode de flexion transverse, une variation de la fréquence propre de 20% environ peut être réa-
lisée, ce qui est relativement faible. Le choix de modifier le profil n’est donc pas la première piste à em-
prunter pour augmenter la valeur d’un mode d’ordre élevé.
cas 1 cas 2 cas 3
mode 1 (1er mode flexion) 248.8 124.1 65.4
 mode 2 (1er mode torsion) 1492.6 1158.6 1055.2
mode 3 (2nd mode flexion) 4046.1 3270.8 3036.8
mode 4 (1er mode flexion transverse) 5592.6 5020.5 4710.2
Tableau 5.5: Valeur des 4 premières fréquences propres observées sur les guidages étudiés (Hz).
cas 1 cas 2 cas 3
mode 1 (1er mode flexion) 3.80 1.90 1
 mode 2 (1er mode torsion) 1.41 1.10 1
mode 3 (2nd mode flexion) 1.33 1.08 1
mode 4 (1er mode flexion transverse) 1.19 1.07 1
Tableau 5.6: Rapport entre les fréquences propres avec pour base la configuration de type circulaire.
58 Conception des liaisons à articulations élastiques5.4  - Modification de la profondeur et de la géométrie des masses
5.4.1 - Influence de la profondeur
Pour des guidages de type pivot ou glissière (pivot à col circulaire ou table à 4 cols circulaires par exem-
ple), les premiers modes «parasites» rencontrés sont des modes impliquant des mouvements transverses
ou hors plan. Ces modes sont particulièrement sensibles à la profondeur du guidage. En effet, la raideur
angulaire transverse d’un col circulaire ou d’une lame est proportionnelle au cube de la profondeur. La
masse étant proportionnelle à la profondeur, les fréquences transverses (flexion ou torsion) sont propor-
tionnelles à la profondeur. Les fréquences des modes correspondant aux degrés de liberté ne sont pas
influencées par la profondeur. On peut noter que la modification du rapport profondeur sur épaisseur mi-
nimale (appelé aussi rapport d’aspect) est pratiquement le seul moyen d’augmenter le rapport entre les
fréquences des modes correspondant aux degrés de liberté et celles des modes «parasites». L’effort à
fournir pour une course équivalente augmente par contre proportionnellement à la profondeur. Pour pal-
lier cet inconvénient tout en conservant l’avantage d’une grande raideur transverse, il est possible d’évi-
der le centre des articulations (cf. figure 5.11).
 Figure 5.11: Col évidé permettant de conserver un effort fixe pour une course donnée tout en 
augmentant la raideur transverse.
Pour augmenter la fréquence des modes parasites d’un guidage, il est possible d’utiliser des guidages
dont l’épaisseur est variable (cf. figure 5.12).
 Figure 5.12: Guidages à 4 cols dont la fréquence des modes parasites est augmentée en faisant 
varier l’épaisseur.
5.4.2 - Réduction des masses
Pour réduire les masses en mouvement d’un guidage, la démarche à suivre est très simple. Les rigidités
et les modes propres du guidage de départ sont analysés. Si les rigidités sont atteintes, il faut rechercher
l’endroit où les masses en mouvement contribuent le plus au premier mode «parasite». On diminue la
masse à cet endroit tout en réfléchissant à la fabrication du guidage. Ensuite, l’analyse des rigidités et
Chapitre 5 59des modes propres doit être reprise. La géométrie des articulations reste inchangée pendant cette démar-
che.
a - Géométrie des bras
Plusieurs solutions peuvent être préconisées pour alléger les bras des guidages. Certaines géométries
sont facilement réalisables (figure 5.13).
Sur la figure 5.13 la géométrie a) est la géométrie de départ. Les raideurs des bras sont souvent d’un ordre
supérieur à celles des articulations. Il est possible de réduire l’épaisseur d’un bras jusqu’à ce qu’il ne
puisse plus être considéré comme un solide rigide ou jusqu’à ce qu’il ne présente plus une raideur suffi-
sante. Une forme trapézoïdale permet de supprimer plus de masse au fur et à mesure que l’on s’éloigne
du bâti, ce qui est avantageux du point de vue des modes transversaux. Une géométrie de type b) est alors
obtenue.
Un mode de vibration souvent présent dans les guidages provient de la rotation d’un bras sur lui-même.
La géométrie de type c) permet de diminuer l’inertie du bras autour de son propre axe. Cette géométrie
diminue cependant les raideurs en flexion du bras. La géométrie de type d) permet d’alléger le bras pra-
tiquement sans modifier les raideurs de celui-ci.
 Figure 5.13: Différentes géométries de bras possibles pour alléger les guidages.
b - Exemple d’un guidage à 4 cols prismatiques
Il n’existe pas de stratégie systématique qui permette de réduire les masses d’un guidage. La méthode
heuristique proposée permet d’affiner la conception au fur et à mesure. La figure 5.14 illustre la géomé-
trie d’un guidage au fur et à mesure des étapes de conception.
 Figure 5.14: Evolution d’un guidage prismatique au fur et à mesure des itérations (les articulations 
élémentaires demeurent inchangées).
60 Conception des liaisons à articulations élastiquesLa figure 5.15 illustre les différents modes de vibration du guidage.
 Figure 5.15: Différents modes de vibration du guidage.
Le tableau 5.7 donne la valeur des fréquences propres à chaque étape de la réduction des masses.
amode naturel
bmode de flexion transverse
cmode de rotation des bras
dmode de translation des bras
emode de torsion transverse
L’analyse modale du guidage i, point de départ de cet exemple, fait apparaître après le 1er mode qui cor-
respond au degré de liberté, un mode de flexion transverse, puis des modes de rotation et de translation
des bras. La première étape revient à alléger les bras (guidage j). L’idée ensuite, est d’augmenter la fré-
quence du mode de flexion transverse. Pour cela, une possibilité consiste à diminuer la distance entre les
bras et donc à réduire l’inertie de la partie supérieure du guidage (guidage k). Ceci a également un effet
sur la rigidité selon une torsion d’axe vertical qui est proportionnelle au carré de la distance entre les bras.
Afin de ne pas trop diminuer cette rigidité et d’augmenter encore la fréquence du mode de flexion trans-
verse, la masse de l’élément de sortie et des bras est réduite (guidage l). Lors de cette dernière étape, il
faut prendre garde à ne pas trop diminuer les raideurs des différents éléments.
Ainsi, en peu d’étapes, la valeur des fréquences propres parasites est considérablement augmentée (cf.
tableau 5.7).
5.5  - Conception des liaisons, conception de la structure
Ce chapitre traite de la conception des liaisons (ou guidages). Or, ces liaisons vont être intégrées dans
n° mode guidage i guidage j guidage k guidage l
1 17.7a 19.9a 23.0a 37.1a
2 925.5b 868b 1013b 1623b
3 1053c 1951d 1942d 2242d
4 1062c 2005d 2016d 2407d
5 1132d 2177e 2447c 2475c
6 1217d 2576c 2538c 2586c
Tableau 5.7: Fréquences (Hz.) et types des 6 premiers modes de vibration à chaque étape de la 
réduction des masses.
Chapitre 5 61une structure complète. Les raideurs et les modes de vibration vont donc être modifiés. Il est pourtant
judicieux de commencer la conception de la structure par la conception et l’analyse des liaisons indépen-
damment du reste de la structure. Ceci est dû au fait que si les guidages présentent des faiblesses du point
de vue de leurs raideurs, celles-ci vont se retrouver au niveau de la structure complète. La démarche con-
siste donc à concevoir les guidages indépendamment de la structure complète. Pour obtenir les perfor-
mances exigées au niveau de la structure, il est par contre nécessaire de tenir compte de la position du
guidage dans la cinématique de la structure. Ceci permet d’effectuer une conception dite pyramidale :
plus le guidage est proche du bâti, plus il doit présenter des raideurs élevées, et plus il est proche de la
sortie, plus il doit être léger. De cette manière, un guidage proche du bâti sera relativement peu affecté
par le reste de la structure, c’est-à-dire que la variation des fréquences propres sera limitée. Pour une pre-
mière conception de la structure, les fréquences des modes propres parasites des guidages proches du
bâti doivent être supérieurs d’un facteur 2 par rapport à ceux désirés pour la structure (eux-mêmes supé-
rieurs d’un facteur 2 à la bande passante désirée). La disposition des liaisons et la configuration de la
cinématique jouent également leur rôle dans les performances finales de la structure et peuvent amener
une modification de la conception.
 Figure 5.16: Deux réalisations d’une table X-Y parallèle. En augmentant la raideur des guidages 
proches du bâti et en diminuant les masses des éléments éloignés de la base, les caractéristiques 
modales de la structure sont améliorées.
5.6  - Conclusion
Raideurs, précisions et modes propres de vibration sont les principales caractéristiques d’une liaison à
articulations élastiques. Pour un type de liaison choisi, ces caractéristiques dépendent du matériau utilisé.
Plus le matériau est apte à subir des déformations importantes, plus les dimensions du guidage peuvent
être réduites ce qui a pour effet d’augmenter les fréquences propres et les raideurs. Du point de vue de
la précision par contre, le guidage s’éloigne généralement du comportement idéal.
Synthèse - Lorsqu’il est difficile d’atteindre les courses demandées dans l’encombrement
spécifié, il est intéressant d’utiliser le matériau disposant du plus grand rapport σadm/E.
Le profil des articulations utilisées modifie également les caractéristiques des liaisons. Là encore, fré-
quences propres et raideurs augmentent au détriment de la précision de mouvement. Il a été montré que
62 Conception des liaisons à articulations élastiquesla modification du profil des articulations n’est pas le meilleur moyen pour augmenter les fréquences
propres des modes parasites.
Synthèse - En modifiant le profil des articulations (lame au lieu de col circulaire par exem-
ple), les caractéristiques des liaisons sont modifiées. Lors du passage du col circulaire à la
lame et pour des articulations fonctionellement équivalentes, les raideurs augmentent
alors que la déformation de l’articulation s’éloigne du comportement d’un pivot idéal. Ce-
pendant, les raideurs qui interviennent dans la fréquence des modes de vibration parasites
varient peu. Le remplacement de cols circulaires par des lames n’est donc à envisager que
dans le cas où le dimensionnement demanderait une épaisseur minimale inférieure à
l’épaisseur minimale usinable (ou manipulable).
La raideur transverse des articulations de type col circulaire ou lame est fonction du cube de la profon-
deur. Pour certaines liaisons (glissière par exemple), comme la masse est proportionnelle à la profon-
deur, augmenter celle-ci est le meilleur moyen d’augmenter le rapport des fréqunces entre les modes
correspondant aux ddl et les modes parasites. La géométrie des masses permet également dans une cer-
taine mesure d’augmenter les fréquences propres sans modifier ni les raideurs ni les précisions.
Synthèse - Il est souvent possible d’augmenter la fréquence des modes propres de vibration
parasites soit en augmentant la profondeur des articulations, soit en modifiant la géométrie
des masses (en allégeant les corps rigides par exemple).
Des structures complètes peuvent être réalisées en tenant compte de l’étude des liaisons de ce chapitre.
Cette étude permet de comprendre comment il est possible de modifier les caractéristiques d’une struc-
ture (en particulier ses caractéristiques dynamiques). Le chapitre suivant explique les raisons pour les-
quelles ses caractéristiques sont très importantes et comment il est possible d’accorder la conception des
structures mécaniques aux performances dynamiques attendues.
6Modélisation et commande
Un mécanisme à articulations élastiques peut être représenté par une matrice de masse et une matrice de
raideur (la taille de ces matrices dépend de la discrétisation du modèle, c’est-à-dire du nombre d’élé-
ments de celui-ci). Il est possible, par un changement de base, de diagonaliser ces deux matrices. La nou-
velle base obtenue est appelée base modale. Les valeurs et les vecteurs propres obtenus lors de la
diagonalisation des matrices de masses et de raideurs sont d’une grande importance du point de vue des
propriétés dynamiques de la structure et de sa commande. Les premiers modes de vibrations correspon-
dent aux degrés de liberté de la structure mécanique. Les modes suivants peuvent limiter les performan-
ces dynamiques et sont donc considérés comme parasites. Ce chapitre explique comment obtenir un
modèle dynamique d’un mécanisme à articulations élastiques et permet de comprendre l’interaction de
la commande et des propriétés dynamiques d’une structure. Les premières analyses se basent sur un sys-
tème à un ddl. La généralisation théorique à n ddl est ensuite expliquée et illustrée par deux exemples.
6.1  - Analyse de systèmes en boucle ouverte
6.1.1 - Mise en équation
Le modèle le plus simple du premier mode d’un guidage linéaire à articulations élastiques est un modèle
masse-ressort (m-k) auquel on peut ajouter un amortisseur (c) (cf. figure 6.1) [Hollis 1985]. L’équation
6.1 décrit le comportement dynamique de ce système.
 Figure 6.1: Schéma du modèle masse-ressort-amortisseur.
(6.1)
Par la transformation de Laplace, il est possible d’obtenir différentes écritures de la fonction de transfert
force-déplacement du système. L’une de ces écritures fait apparaître la fréquence propre ωn et l’amor-
tissement réduit ξ.
(6.2)
Une identification des termes permet d’obtenir les relations suivantes:
(6.3)
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64 Modélisation et commandeLa représentation par modèle d’état est une alternative à la représentation par fonction de transfert : en
posant  on obtient une écriture du système sous la forme matricielle ci-dessous :
(6.4)
Ces deux formes sont les plus couramment employées pour analyser des lois de commande ou comme
modèle interne à des lois de commande.
Une fonction de transfert peut encore s’écrire sous une forme faisant apparaître ses zéros et pôles (cf.
équation 6.5).
(6.5)
Le système étudié dans ce paragraphe présente deux pôles complexes conjugés (cf. équation 6.6).
(6.6)
6.1.2 - Analyse du modèle, effet des différents paramètres
a - Amortissement réduit et fréquence propre
Une première analyse très simple consiste à modifier la fréquence propre et l’amortissement du système
étudié. Le lieu des pôles (cf. figure 6.2) permet d’observer que pour une fréquence propre donnée, les
pôles se répartissent sur un demi-cercle lorsque l’amortissement réduit augmente. Les pôles sont à partie
réelle négative, le système est donc stable, ce qui est une évidence du point de vue physique. Pour un
amortissement constant les pôles se répartissent sur deux demi-droites lorsque la fréquence propre aug-
mente. Le contrôle en boucle fermée (cf. §6.2) va avoir pour effet de modifier la fonction de transfert du
système et donc, de déplacer ses pôles (cf. figure 6.8).
 Figure 6.2: Lieu des pôles de systèmes du second ordre pour différentes valeurs de la fréquence 
propre et de l’amortissement (valeurs typiques rencontrées avec les systèmes à articulations 
élastiques).
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Chapitre 6 65Le diagramme de Bode de la figure 6.3 permet d’observer que pour une raideur constante, lorsque la fré-
quence propre augmente, la réponse du système pour des fréquences élevées est amplifiée. Ce diagram-
me illustre également le fait qu’une variation de l’amortissement de la structure ne modifie pas le
comportement du système pour les hautes fréquences dans l’hypothèse où les modes parasites de vibra-
tion ne sont pas modélisés.
 Figure 6.3: Variations de la fréquence propre {20, 40, 60, 80, 100 Hz} et de l’amortissement réduit ξ 
{0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.1} d’un système du second ordre illustrées dans le diagramme de Bode (pour 
une raideur constante).
b - Raideur et masse
La raideur du système est définie lors du dimensionnement des articulations élastiques. La masse est dé-
terminée une fois la mise en volume des solides effectuée. Nous allons voir comment une variation de
ces paramètres modifie le comportement dynamique du système.
Supposons que la fréquence propre et l’amortissement réduit restent constants. Lorsque la masse et la
raideur augmentent, l’amplitude de la réponse diminue (cf. figure 6.4). Du point de vue du contrôle, cela
signifie que la partie puissance (amplificateur-actionneur) devra générer des courants plus importants,
ce qui entraîne des perturbations thermiques et un coût énergétique plus fort.
 Figure 6.4: Influence de la masse {32, 64, 96, 128, 160 grammes} et de la raideur {2, 4, 6, 8, 10 N/
mm} pour une fréquence propre (40 Hz) et un amortissement (0.08) constants.
66 Modélisation et commandeFaisons maintenant varier chaque paramètre indépendamment. Si la raideur est constante, une diminu-
tion de la masse amène une augmentation de la bande passante. Le comportement en basses fréquences
reste inchangé (cf. figure 6.5 diagramme de gauche). Ce cas se rencontre dans la démarche de conception
lorsque la masse est adaptée pour atteindre les caractéristiques dynamiques souhaitées une fois les arti-
culations élastiques dimensionnées (raideur constante). Si la masse est constante, une augmentation de
la raideur diminue la réponse du système à basses fréquences. Le comportement haute fréquence reste
inchangé (cf. figure 6.5 diagramme de droite). Les conséquences de cette augmentation de la raideur du
point de vue du contrôle sont étudiées par la suite.
 Figure 6.5: Variation de la réponse en fréquence du système masse/ressort/amortissement pour 
différentes valeurs de la masse {500, 300, 200, 100, 50 grammes} (à gauche) et de la raideur {10000, 
5000, 2500, 1000, 400, 100 N/m} (à droite).
Maintenant que l’influence des différents paramètres est bien comprise, l’effet du contrôle sur les pro-
priétés dynamiques du système peut être étudiée.
6.2  - Comportement en boucle fermée
6.2.1 - Correcteur PD, action pseudo-dérivée
Le correcteur proportionnel-dérivé (PD) est sans doute le correcteur le plus simple du point de vue de sa
compréhension. En effet, ce correcteur peut être vu comme un ressort et un amortisseur ayant pour réfé-
rences respectives l’erreur de position et sa dérivée. Le terme dérivé procure un gain élevé aux hautes
fréquences, ce qui revient à amplifier les bruits parasites. Pour pallier cet inconvénient, il est possible
d’utiliser une pseudo-dérivée, qui intègre un filtre passe-bas du premier ordre. Du point de vue de la
fonction de transfert, la pseudo-dérivée ajoute un pôle.
Sa fonction de transfert est la suivante :
(6.7)
La figure 6.6 donne la réponse en fréquence du correcteur proportionnel-dérivé pour différentes valeurs
de la pseudo-dérivation. L’action dérivée est limitée en hautes fréquences, son gain atteint un palier qui
dépend du paramètre τ. Cette limite sur les gains se retrouve sur l’avance de phase donnée par le correc-
teur.
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Chapitre 6 67 Figure 6.6: Illustration de la réponse en fréquence du correcteur proportionnel-dérivé (Kp=1, 
Td=0.008) pour différentes valeurs du paramètre de pseudo-dérivation {0.0001, 0.0002, ..., 0.0008}.
6.2.2 - Illustration de l’effet de l’action dérivée
L’effet de l’action dérivée (pour des gains croissants) sur le système est montrée figure 6.7. Cet effet con-
siste d’une part à amortir la résonance du système et d’autre part à augmenter la bande passante de celui-
ci. Au-delà d’une certaine limite, cette bande passante ne peut plus être augmentée du fait de la saturation
de l’action dérivée décrite dans le paragraphe précédent. D’autres éléments limitent les performances en
boucle fermée (dynamique de l’étage de puissance, modes de vibration parasites, échantillonnage). Ils
sont étudiés dans la suite de ce chapitre. La masse du système simulé est de 50 grammes, sa fréquence
propre de 20 Hertz et son amortissement réduit ξ est de 0.02.
 Figure 6.7: Illustration de l’effet d’un correcteur de type PD avec pseudo-dérivée sur un système du 
2nd ordre pour des valeurs croissantes de Td (Kp = 2000, τ = 0.001, Td = {0.0033, 0.0093, 0.0258, 
0.0719}).
Le lieu d’Evans (cf. figure 6.8) donne la position des trois pôles du système en boucle fermée (deux pôles
pour la structure mécanique, un pôle pour le correcteur) pour des valeurs croissantes du gain proportion-
nel. Les différentes courbes correspondent à différentes valeurs de l’action dérivée. Lorsque le gain pro-
portionnel croît, la bande passante augmente. Toujours pour un gain proportionnel croissant,
l’amortissement augmente, puis diminue. A l’aide du lieu d’Evans, il est possible de trouver la valeur du
gain Kp qui permet d’obtenir le couple fréquence-amortissement le plus intéressant.
68 Modélisation et commande Figure 6.8: Lieu des pôles du système en boucle fermée pour des valeurs croissantes du gain 
proportionnel et pour différentes valeurs de l’action dérivée (avec pseudo-dérivée) - cf. figure 6.7.
6.2.3 - Comportement en boucle fermée avec variation de la raideur et de la masse
Ce paragraphe prolonge l’étude de l’effet d’une variation des paramètres de raideur et de masse du sys-
tème (cf. §6.1.2). Le régulateur proportionnel-dérivé utilisé pour commander la structure est gardé in-
changé alors que la masse ou la raideur est modifiée.
a - Variation de la raideur
Les valeurs successives prises par la raideur du système sont les suivantes (en N/m) : {200, 800, 1600,
3200, 6400}. Comme la masse reste constante, le comportement en haute fréquence ne présente pas de
variations (figure 6.9). En basse fréquence par contre, une augmentation de la raideur diminue le gain de
la réponse en boucle fermée. L’erreur statique pour un échelon unité d’amplitude A dépend de la raideur
du système et du gain proportionnel (cf. équation 6.8).
(6.8)
Si le gain proportionnel est constant, l’augmentation de la raideur provoque une augmentation de l’erreur
statique. Afin de faire converger cette erreur statique vers zéro, une correction proportionnelle à l’inté-
grale de l’erreur doit être apportée. Cette correction est d’autant plus importante que la raideur est gran-
de. En augmentant l’ordre de l’entrée canonique (échelon en vitesse au lieu de l’échelon en position) et
en ajoutant une intégration dans le contrôleur (type PID au lieu de PD), le même phénomène d’erreur
statique se produit. On observe alors que l’écart de traînage est proportionnel à la raideur mécanique du










Chapitre 6 69 Figure 6.9: Comportement en boucle fermée du système avec une variation de raideur {200, 800, 
1600, 3200, 6400 N/m} et pour un régulateur PD donné.
b - Variation de la masse
Supposons que la masse du système prenne la série de valeurs suivante (en grammes) : {50, 100, 200,
320, 500}. Le comportement à basse fréquence ne présente aucune modifications (cf. figure 6.10), ce qui
est compréhensible puisque celui-ci dépend de la raideur du système. Par contre, le comportement en
haute fréquence illustre le fait que lorsque la masse diminue, la bande passante augmente.
 Figure 6.10: Comportement en boucle fermée du système avec une variation de masse {500, 320, 
200, 100, 50 grammes} et pour un régulateur PD donné. 
Du point de vue du contrôle, l’assertion suivante peut-être formulée : à raideur constante, pour obtenir
une bande passante donnée, plus le système est lourd, plus le gain Td de l’action dérivée doit être élevé.
Pour obtenir des performances identiques, une énergie plus importante est donc nécessaire.
70 Modélisation et commande6.2.4 - Effet de la quantification de la commande
L’entière réversibilité des systèmes étudiés provoque une particularité du point de vue de l’asservisse-
ment. Le positionnement autour d’une consigne donnée est un phénomène dynamique faisant intervenir
plusieurs paramètres.
Soit une masse et une bande passante en boucle fermée données. La fréquence d’échantillonnage et le
temps de réponse de l’étage d’amplification sont choisis en conséquence1. Les deux paramètres qui ont
le plus d’influence sur la qualité de l’asservissement sont :
• la fréquence d’échantillonnage de la commande
• la sensibilité du convertisseur numérique-analogique (quantification de la commande)
Si l’hypothèse est faite que pour le positionnement, la commande oscille de plus ou moins un incrément,
alors la position mesurée oscille autour de la position de consigne (cf. figure 6.11).
 Figure 6.11: Hypothèse de consigne permettant de donner une valeur minimale du cycle limite.
Cette oscillation est appelée cycle limite. Une indication concernant l’amplitude de ce cycle peut être
donnée par le biais de l’équation 6.9 :
(6.9)
avec :
∆x : amplitude du cycle
∆F : incrément de commande
m : masse mobile
TS : période d’échantillonnage
L’amplitude du cycle limite diminue donc lorsque l’incrément de force diminue, lorsque la masse aug-
mente ou lorsque la période d’échantillonnage est plus petite. Le modèle de calcul de l’amplitude du cy-
cle limite ne tient pas compte du fait que le système est contrôlé en boucle fermée. Cela revient à
supposer que l’effet de la quantification de la mesure est inférieur à celui de la quantification de la com-
mande. Pour un régulateur PD et une quantification de la mesure eq, cette condition correspond à l’iné-
galité suivante :
(6.10)
Le modèle proposé permet de trouver la valeur minimale du cycle limite. En effet, il est impossible que
celui-ci soit plus faible.
La dépendance de la qualité de l’asservissement avec la quantification de la commande est montrée fi-
gure 6.12.
1. L’importance de ce choix est expliqué au §6.2.5. Il est supposé ici que la fréquence d’échantillonnage 
et le temps de réponse de l’étage de puissance permettent, pour un positionnement statique, de contrô-
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Chapitre 6 71 Figure 6.12: Exemple d’une mesure de la qualité d’asservissement pour différentes valeurs de la 
quantification de la commande (pour un courant maximal de 1A).
6.2.5 - Effet de la période d’échantillonnage et de la dynamique de l’étage de puissance
La période d’échantillonnage et la dynamique de l’étage de puissance sont deux paramètres qui influent
la bande passante pouvant être atteinte avec un système donné. Cette bande passante supposée connue,
il existe alors une fréquence d’échantillonnage dite «critique» au-dessous de laquelle le système n’est
plus contrôlé de façon satisfaisante. Une règle communément admise pour la conception des systèmes
asservis pose qu’un facteur minimal de 10 est nécessaire entre la fréquence d’échantillonnage et la bande
passante désirée. Un facteur de 15 à 20 est plus approprié pour les structures à articulations élastiques,
qui de par leur réversibilité et leur haute dynamique, sont plus délicates à contrôler. Cependant, le rapport
entre la fréquence d’échantillonnage et la bande passante désirée ne suffit pas à garantir un asservisse-
ment correct.
La dynamique de l’étage de puissance influence également fortement les performances en régulation. En
effet, si la dynamique de l’étage de puissance est trop faible (par rapport à la bande passante désirée), il
devient impossible d’asservir correctement le système. Nous avons cependant constaté le fait qu’une dy-
namique de l’étage de puissance trop faible pouvait être en partie compensée par une fréquence d’échan-
tillonnage plus élevée. L’inverse, par contre, n’est pas vrai. La dynamique de l’étage de puissance peut
être modélisée par un filtre du premier ordre. En plus du temps de réponse de l’amplificateur, ce filtre
peut prendre en compte des dynamiques ou retards qui n’ont pas été modélisés par ailleurs (retard d’une
période dû à la commande par exemple). Si l’ensemble de la chaîne de commande, entre le moment de
la mesure et le moment où la force est réellement appliquée, présente une bande passante égale à 2 fois
la bande passante désirée, la régulation est possible mais nécessite un sur-échantillonnage. Un facteur 10
évite de devoir sur-échantillonner.
Exemple. Supposons qu’un système de fréquence propre 12Hz est commandé à l’aide d’un régulateur
qui impose une bande passante en boucle fermée de 200Hz. L’amplificateur est modélisé par un filtre du
premier ordre et présente une bande passante de 350Hz (cas 1) ou 5 fois supérieure (cas 2). La figure
6.13 illustre la réponse simulée à des sauts indiciels pour les deux bandes passantes de l’amplificateur
(1750 Hz et 350 Hz) et pour une même fréquence d’échantillonnage (2 kHz).
72 Modélisation et commande Figure 6.13: Simulation de la réponse du modèle à un step de 1µm pour deux bandes passantes de 
l’amplificateur (1750 Hz à gauche, 350 Hz à droite) avec une fréquence d’échantillonnage de 2 kHz.
La figure 6.14 illustre le fait qu’il est théoriquement possible de compenser une bande passante trop fai-
ble de l’étage de puissance par une fréquence d’échantillonnage plus grande. Ceci revient à toujours faire
travailler l’amplificateur en régime transitoire. Il est cependant difficile d’atteindre une résolution nano-
métrique de cette façon, une attention particulière sera donc prise pour dimensionner correctement l’éta-
ge d’amplification et éviter des retards purs au niveau de la commande.
 Figure 6.14: Comportement du modèle pour trois fréquences d’échantillonnage (de gauche à droite : 
2, 5, 10 kHz) et pour une bande passante de l’amplificateur de 350 Hz.
6.2.6 - Modèle 1 ddl, synthèse
Le modèle étudié jusqu’à présent dans ce chapitre est à 1 ddl. Il nous a permis d’éclairer plusieurs points,
notamment :
• l’importance respective de la masse et de la raideur
• l’effet de la quantification de la commande
• l’importance de l’échantillonnage et de la dynamique de l’étage de puissance
Bien qu’un modèle à 1 ddl soit insuffisant pour permettre une compréhension complète du comporte-
ment dynamique des mécanismes à articulations élastiques, une synthèse des tendances observées lors
d’une variation de la masse ou de la raideur (cf. tableau 6.1) peut déjà être proposée.
Chapitre 6 73L’analyse de modèles multi-modes est l’objet de la suite de ce chapitre et nous permet d’expliquer l’im-
portance des modes de vibrations de la structure du point de vue de la commande.
6.3  - Modèle à n ddl - théorie
En mécanique, la résolution classique d’un problème de dynamique se fait en obtenant les équations de
mouvement du système, soit par le biais des équations de Newton-Euler, soit par le formalisme Lagran-
gien. Plusieurs types de problèmes peuvent être abordés. Historiquement, une distinction a été faite entre
les mécanismes, composés de solides indéformables reliés entre eux par des liaisons supposées idéales
et les structures déformables (cf. figure 6.15). Dans le cas d’un mécanisme ou d’un robot, les termes de
la matrice des masses et les termes liés à la gravité dépendent souvent de la position des différents soli-
des. Un modèle dynamique est alors généralement calculé afin de dimensionner une liaison (calcul des
efforts dynamiques), un actionneur ou pour la réalisation d’une commande. Dans le cas d’une structure
à articulations flexibles, ce sont soit les déformations dynamiques soit un modèle des modes de vibra-
tions qui sont recherchés. La modélisation de la structure peut être à paramètres localisés (du type masse-
ressort) ou à paramètres répartis (du type lame ou membrane). Dans le cas d’une structure à paramètres
localisés, le formalisme de mise en équation utilisé est le même que celui des mécanismes ou des robots.
 Figure 6.15: Différents types de problèmes rencontrés en dynamique.
paramètre masse raideur
avantages en cas 
d’augmentation 
du paramètre
• diminution de la sensibi-
lité à la quantification de 
la commande
• augmentation des fré-
quences propres (en parti-
culier celles des modes 
parasites)
avantages en cas 
de diminution du 
paramètre
• augmentation des fré-
quences propres
• diminution de l’énergie 
nécessaire à des suivis de 
trajectoire
• augmentation de la bande 
passante
• diminution des erreurs 
statiques
• diminution du coût éner-
gétique en positionnement 
basse fréquence 
Tableau 6.1: Avantages observés en cas de variations de la raideur et de la masse.
74 Modélisation et commandeLes mécanismes des robots à articulations élastiques sont souvent trop complexes pour pouvoir être dé-
crits par un modèle à paramètres localisés. L’analyse modale d’un modèle à paramètres répartis est
l’outil idéal permettant d’appréhender le comportement d’un robot à articulations élastiques.
Du fait des faibles courses observées dans la majorité des robots de très haute précision, le modèle vi-
bratoire de la structure varie peu dans le domaine de travail [Chen 2000]. D’autre part, la complexité des
structures étudiées rend leur analyse modale pratiquement impossible analytiquement. Les logiciels qui
utilisent la méthode des éléments finis facilitent cette analyse modale. Valeurs et vecteurs propres peu-
vent alors être utilisés pour simuler le comportement de la structure et valider sa conception.
6.3.1 - Décomposition modale
La dynamique des structures à plusieurs ddl est abordée ici en utilisant l’approche modale [Meirovitch
1990, Preumont 2002]. Il est cependant important de noter que l’approche par le biais des équations de
Newton-Euler ou de Lagrange mène à des résultats identiques. En particulier, le découplage des équa-
tions de mouvement obtenues avec ces formalismes consiste à effectuer un changement de base avec
pour nouvelle base la base modale.
En négligeant l’amortissement, la réponse libre d’une structure peut s’écrire :
(6.11)
Avec M et K les matrices de masses et de raideur. 
En supposant une solution du type , l’équation 6.12 est obtenue :
(6.12)
avec ωi la pulsation propre, solution de , et  le vecteur propre qui donne la déformée
de la structure pour le mode i. La propriété d’orthogonalité des modes de vibration permet d’écrire :
(6.13)
µi étant la masse modale et  étant la matrice des vecteurs propres. L’amplitude des
vecteurs propres n’étant pas déterminée, ceux-ci sont soit normalisés à 1, soit déterminés de sorte que
les µi=1.
Il est possible de passer des coordonnées physiques aux coordonnées modales par le changement de va-
riables x=φ.z, où z est le vecteur des amplitudes modales. En multipliant par ΦT et en introduisant l’amor-
tissement, l’équation 6.11 devient :
(6.14)
la matrice ΦTCΦ est généralement considérée diagonale, alors ΦTCΦ=diag(2ξi.µi.ωi).
Les équations des modes sont alors découplées.
L’équation 6.14 devient :
(6.15)
avec:
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Chapitre 6 75Les structures étudiées ont généralement un amortissement réduit très faible (ξ est généralement compris
entre 10-2 et 10-3) [Preumont 2002]. Dans la pratique, l’amortissement est obtenu par identification.
L’analyse modale d’une structure par éléments finis permet d’obtenir le schéma modal de la structure.
Le choix du nombre de modes pris en compte dans la suite de l’analyse et l’emplacement des points com-
posant les vecteurs propres doivent encore être discutés.
6.3.2 - Choix des modes et des points de mesure
Idéalement, les structures étudiées sont conçues dans le but, d’une part d’obtenir un nombre de degrés
de liberté n et d’autre part de pouvoir être considérées comme infiniment rigides selon les autres direc-
tions. Dans la pratique, les n premiers modes de vibration de la structure correspondent donc aux degrés
de liberté choisis, et présentent des fréquences propres relativement basses. Les modes suivants sont des
modes considérés comme «parasites» qui présentent des fréquences propres d’un ordre de grandeur plus
élevé. Les modes d’ordre supérieur à n limitent les bandes passantes pouvant être atteintes en boucle fer-
mée. Lors de l’analyse, il est intéressant de tenir compte des premiers modes d’ordre supérieur. Le fait
de ne conserver dans l’analyse que les premiers modes d’ordre supérieur à n (troncature) consiste à né-
gliger la contribution des autres modes dans la bande de fréquences considérée. Certains auteurs propo-
sent de remplacer cette contribution dynamique par une contribution statique correspondant à la somme
des raideurs des modes non considérés [Preumont 2002]. Cette contribution est appelée résidu. Pour les
structures étudiées dans le cadre de cette étude, le résidu peut être généralement négligé du fait de l’écart
important entre les modes correspondant aux degrés de liberté et aux modes d’ordre supérieur à n.
Le choix des points de mesure sur une structure est déterminé par la position des actionneurs et des cap-
teurs. En effet, pour un système multi-entrées/multi-sorties (MIMO en anglais), au niveau de la structure,
les entrées correspondent aux actionneurs et les sorties aux capteurs. Le choix de la position des capteurs
et des actionneurs devrait être fait en fonction de la forme des modes de vibration. Idéalement, les ac-
tionneurs doivent être positionnés sur les ventres des modes de vibrations correspondant aux degrés de
liberté de la structure et sur les noeuds des modes d’ordre plus élevé (figure 6.16).
 Figure 6.16: Illustration des 2 premiers modes de vibration d’un guidage linéaire à membrane. 
L’actionneur pourrait être positionné au niveau de l’élément central (position 1) ou sur les trois 
éléments extérieurs (position 2). Il est évident que la position 1, située au ventre de vibration du mode 1 
est préférable à la position 2. A la position 2, l’actionneur exciterait beaucoup plus le mode 2 et ne 
permettrait ni d’utiliser la course complète de l’articulation ni de contrôler correctement la sortie.
76 Modélisation et commande6.3.3 - Passage du modèle volumique à la simulation de la boucle fermée
Plusieurs étapes sont nécessaires pour passer du modèle volumique d’une structure à la simulation du
comportement en boucle fermée (cf. figure 6.17).
La première étape est l’analyse modale qui permet d’obtenir les pulsations propres et les vecteurs propres
de la structure. Les résultats de cette analyse sont indépendants de la position des capteurs et des action-
neurs. Ces positions sont prises en compte lors de l’analyse dynamique fréquentielle. Les fonctions de
transfert entre les efforts donnés par les actionneurs et les déplacements au niveau des capteurs sont tirées
de cette analyse.
Les résultats de l’analyse modale nous permettent de construire en partie le modèle mathématique du
système. Les coefficients de la matrice des masses modales sont ensuite choisis en faisant coïncider le
modèle mathématique aux fonctions de transfert tirées de l’analyse dynamique fréquentielle. Afin de
compléter le modèle une hypothèse doit être faite concernant l’amortissement.
Le modèle mathématique du comportement en boucle ouverte de la structure est ainsi obtenu et peut être
comparé, une fois un prototype réalisé, au modèle issu de l’identification. Il peut également servir à si-
muler le comportement du système en boucle fermée, à tester virtuellement différents algorithmes de
commande ou à dimensionner certains composants (actionneurs, amplificateurs, convertisseurs, interpo-
lateurs).
 Figure 6.17: Démarche suivie pour arriver à simuler le comportement d’une structure en boucle 
fermée.
Chapitre 6 776.4  - Système à 2 ddl : exemple 1
6.4.1 - Table X-Y
L’exemple choisi pour illustrer la modélisation d’un système à n degrés de liberté est celui d’une table
X-Y parallèle (cf. figure 6.18). La position des actionneurs (entrées du système) correspond aux points
U1 et U2. La position des capteurs (sorties du système) correspond aux points Y1 et Y2.
 Figure 6.18: Table X-Y parallèle.
6.4.2 - Analyse modale et dynamique fréquentielle
Les analyses ci-dessous sont effectuées avec le logiciel de simulation par éléments finis Pro/MECHA-
NICA structure.
Dans un premier temps, une analyse modale fournit les valeurs propres et les vecteurs propres de la struc-
ture. Dans cette étude, les 5 premiers modes sont conservés. Les deux premiers modes (71 et 91 Hz) cor-
respondent aux degrés de liberté de la structure. Les modes suivants sont les premiers modes d’ordre
supérieur et consistent en des modes hors plan (cf. figure 6.19). A partir de cette analyse modale, il est
possible d’effectuer l’analyse de la réponse en fréquence du système en définissant la position des ac-
tionneurs et des capteurs. A partir des résultats obtenus, il est possible de générer un modèle d’état de la
structure.
La matrice des vecteurs propres pour les 5 premiers modes est la suivante (l’amplitude maximale de la
déformée est arbitrairement fixée à 1 pour chaque mode de vibration, les points de mesure pour construi-
re les vecteurs propres sont donnés par la position des actionneurs et des capteurs) :
La réponse en boucle ouverte du système obtenu (cf figure 6.20, figure de gauche) permet de comprendre
plusieurs points importants. Quatre réponses sont visibles : Y1/U1, Y2/U1, Y1/U2, Y2/U2.
Y1/U1 et Y2/U2 correspondent respectivement à l’effet de l’actionneur X selon la direction X et à l’effet
de l’actionneur Y selon la direction Y. Les modes de vibration selon les degrés de liberté sont bien mis
en évidence. L’effet des modes 3, 4 et 5 est visible bien que faible. Les modes d’ordre élevé sont donc
1 2 3 4 5
0.004 0.999 0.024 0.004 0.051
0.004 0.999 0.024 0.006 0.054
0.998 0.003 0.024 0.044 0.062














78 Modélisation et commandefaiblement excités. Cette faible excitation est un avantage du point de vue de la commande. Plusieurs
paramètres influencent l’excitation des modes d’ordres élevés : les masses modales, les formes des mo-
des, la position et l’orientation des capteurs et des actionneurs.
 Figure 6.19: 5 premiers modes de vibration de la structure.
 Figure 6.20: Réponse en fréquence du système MIMO en boucle ouverte (à gauche), en boucle 
fermée (à droite).
Y2/U1 & Y1/U2 représentent les couplages entre les axes X et Y. Comme les capteurs et les actionneurs
sont proches, les deux réponses sont pratiquement identiques (théorème de réciprocité de Maxwell-Bet-
ti). En basse fréquence, des pics sont observés au niveau des modes qui correspondent aux degrés de li-
Chapitre 6 79berté de la structure. Les couplages dynamiques peuvent être pris en compte par la commande. Pour que
le découplage soit effectif, le modèle modal de la structure doit être bien identifié, les erreurs de modé-
lisation engendrent une baisse de la précision dynamique. Une cinématique (ou une configuration) où
les axes sont bien découplés est donc à privilégier. Dans l’exemple proposé, le couplage est très faible
puisque la différence entre la réponse Y1/U1 et entre Y1/U2 est d’environ 50 dB (il en est de même pour
la réponse Y2/U2 par rapport à Y2/U1). L’excitation des modes d’ordre plus élevé est comparable à celle
observée pour les réponses Y1/U1 et Y2/U2.
6.4.3 - Comportement en boucle fermée.
La commande proposée pour cette structure est un placement de pôles par retour d’état. Le schéma en
est donné figure 6.21. Le principe du placement de pôles est de modifier la réponse d’une structure par
bouclage et d’imposer un comportement donné par un modèle. Le comportement du système en boucle
ouverte est supposé connu et est utilisé pour calculer la valeur des gains de la commande.
 Figure 6.21: Placement de pôles par retour d’état pour un axe de la structure.
Pour l’exemple choisi, les gains de la matrice KRE sont choisis de telle sorte que le système en boucle
fermée se comporte comme un système ayant une fréquence propre ω0 de 200 Hz et un amortissement
ξ0 de 0.7. 
Le comportement du système en boucle fermée est donné par l’équation suivante :
(6.16)
En reprenant la représentation d’état proposée pour un modèle du second ordre (équation 6.4), en l’ap-
pliquant à l’exemple traité ci-dessus et en supposant les deux premiers modes découplés, la formulation
suivante est obtenue :
(6.17)
Les valeurs des gains sont alors aisément identifiées.
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80 Modélisation et commandeLa réponse en fréquence obtenue en boucle fermée correspond au comportement attendu (cf. figure 6.20
figure de droite). L’excitation des modes d’ordres élevés est suffisamment faible pour ne pas poser de
problème. D’autre part, les couplages entre les axes sont amortis par la commande. Etant donné la faible
amplitude des couplages pour l’exemple choisi, il n’en est pas tenu compte. Le paragraphe suivant donne
un exemple d’une structure présentant un fort couplage.
6.5  - Système à 2 ddl : exemple 2, table x-θz
L’exemple ci-dessous illustre la méthode employée en cas de couplages importants (cf. figure 6.22). Le
modèle de cette structure est obtenu par analyse modale.
 Figure 6.22: Table x-θz : les deux premiers modes de vibration sont fortement couplés.
Seuls les deux premiers modes propres de la structure sont pris en compte dans cette analyse. Ils ont une
fréquence respectivement de 75 Hz et 112 Hz. Les fréquences propres suivantes se situent au-delà de 500
Hz. Cette structure n’est pas idéale du point de vue des raideurs mais dans cet exemple seul le couplage
entre les deux premiers modes est étudié. Du point de vue de la commande, la matrice des vecteurs pro-
pres est la suivante :
(6.18)
Les réponses fréquentielles du système en boucle ouverte (cf. figure 6.24, à gauche) illustrent bien les
couplages importants des deux premiers modes de cette structure.
Le schéma de contrôle présenté ci-dessous (cf. figure 6.23) permet un découplage des axes. Les entrées
du modèle d’état de la structure sont les forces appliquées à la structure aux points x1 et x2, les sorties
sont la position des points x1 et x2. Le placement de pôles se fait dans la base modale. Les positions me-
surées sont donc transformées en coordonnées modales. Les forces calculées dans la base modale sont











Chapitre 6 81 Figure 6.23: Schéma de contrôle : réglage d’état d’un système multivariables avec découplage.
Le découplage dynamique obtenu à l’aide de cette structure de contrôle est d’autant meilleur que les fré-
quences propres et les vecteurs propres ont été précisément identifiés. En pratique, une action intégrale
doit être ajoutée pour garantir que les erreurs statiques soient nulles.
 Figure 6.24: A gauche : réponse en boucle ouverte du système (en trait noir continu : x1/Fx1, en trait 
noir pointillé : x2/Fx2, en trait gris continu : x1/Fx2 & x2/Fx1); à droite : comportement en boucle 
fermée avec découplage (consignes : trait noir pointillé, sorties : trait gris continu).
Il a été montré dans ce paragraphe comment réaliser un découplage dynamique de différents axes. S’il
est possible d’obtenir un découplage lors de la conception mécanique sans être pénalisé du point de vue
de l’encombrement ou de la simplicité de la structure, le découplage mécanique doit être privilégié.
Si la commande ne tient pas compte des couplages alors qu’ils existent mécaniquement, les perturbations
seront d’autant plus faibles que la bande passante en boucle fermée sera grande. En effet, la sensibilité
de la sortie par rapport à une force de perturbation diminue lorsque la bande passante augmente. 
6.6  - Prise en compte de la dynamique lors de la conception
Un mécanisme à n ddl possède des modes de vibration supplémentaires ne devant pas être excités par la
commande. Plusieurs points sont à vérifier lors de la conception pour obtenir les performances désirées :
• la bande passante en boucle fermée désirée est choisie en fonction des paramètres dynamiques du
cahier des charges ;
• la masse en mouvement équivalente pour chaque mode de vibration doit tenir compte de la sensibi-
lité à la quantification de la commande (en pratique, on choisit le convertisseur N/A en fonction de
82 Modélisation et commandela masse en mouvement : plus cette masse est faible, plus la résolution du convertisseur doit être
grande) ;
• la masse en mouvement équivalente pour chaque mode de vibration doit être choisie en fonction de
la bande passante en boucle fermée désirée. Plus la masse est élevée, plus les gains utilisés dans la
commande seront élevés pour atteindre une même bande passante (F1 - cf. figure 6.25). Or, l’aug-
mentation des gains provoque une augmentation de l’effet des bruits de mesure, ce qui est gênant ;
• les raideurs qui correspondent aux degrés de liberté (G1) doivent être minimales tout en permettant
une manipulation du mécanisme en cours de fabrication et d’assemblage ainsi qu’une identification
aisée tout en conservant un rapport F2 (rapport entre le mode de vibration parasite et la bande pas-
sante) supérieur à 2 (ce rapport peut être légèrement inférieur à 2 dans le cas où les actionneurs
n’agissent pratiquement pas sur les modes parasites de la structure - dans les mécanismes plans par
exemple) ;
• l’excitation par les actionneurs des modes i (i>n) de la structure doit être validée (gain G2) (la posi-
tion des actionneurs et des capteurs devrait idéalement être choisie en fonction de la forme des
modes de vibration) ;
• le comportement en boucle fermée doit être simulé afin de valider la valeur du gain G3 ;
• la fréquence d’échantillonnage et la dynamique de l’étage de puissance doivent être adaptées à la
bande passante désirée en boucle fermée.
 Figure 6.25: Diagramme de Bode schématique d’un système à articulations élastiques en boucle 
ouverte et en boucle fermée.
6.7  - Conclusion
Plusieurs conclusions peuvent être tirées de ce chapitre. La principale constatation est l’importance des
propriétés de la structure mécanique sur les possibilités de contrôle. Il est illusoire d’obtenir d’excellen-
tes performances de réglage avec une structure mécanique inadaptée.
Chapitre 6 83En entrant plus dans le détail, pour les modes correspondant aux degrés de liberté de la structure :
• une rigidité ou une masse trop grandes sont inutiles et peuvent entraîner un coût énergétique fort ;
• des couplages dynamiques importants entre les axes peuvent être modélisés et pris en compte dans
la commande, mais si un découplage naturel peut être obtenu, la conception doit se faire dans cette
direction ;
• une masse la plus faible possible est souhaitable, avec néanmoins une attention à la sensibilité du
système à la quantification de la commande.
Pour les modes parasites :
• une fréquence propre trop basse par rapport à la bande passante est néfaste, un rapport minimal de 2
doit être recherché entre la première fréquence propre parasite et la bande passante recherchée ;
• une excitation importante par les actionneurs de ces modes est à éviter, le choix de la position des
actionneurs peut se faire d’après les vecteurs propres de la structure.
Les principes de conception suivants peuvent être édictés.
Synthèse - Lors de la conception de la structure mécanique d’un robot à articulations élas-
tiques, on veillera principalement à diminuer les masses mobiles et à maintenir un rapport
suffisant entre la bande passante désirée et les modes de vibration parasites.
La qualité en régulation de la commande ne dépend pas uniquement de l’algorithme de commande uti-
lisé. Si l’hypothèse est faite que pour un positionnement statique la commande oscille à l’incrément, la
position du système présente un cycle limite.
Synthèse - Dans le cas des systèmes réversibles, le positionnement du système est un phé-
nomène dynamique. La quantification de la commande, la fréquence d’échantillonnage,
la masse, la dynamique de l’amplification ainsi que les gains utilisés influencent la qualité
de l’asservissement.
La synthèse proposée ci-dessus fait apparaître qu’il n’est pas possible de dissocier le positionnement
«statique» (appellation inadaptée au cas des systèmes réversibles, on parlera plutôt d’un asservissement
à une position) des performances dynamiques du système (erreurs en suivi de trajectoire par exemple).
Synthèse - Afin de garantir une grande répétabilité de positionnement, le système doit pré-
senter de bonnes performances dynamiques, pour assurer un rejet correct des perturba-
tions externes. Un système réversible de haute précision présente nécessairement de
bonnes performances dynamiques.
L’analyse de structures à plusieurs ddl démontre qu’il n’est pas possible de considérer de telles structures
comme un ensemble d’éléments à 1 ddl. Deux différences peuvent être mises en évidence : l’existence
de modes de vibration parasites et les couplages entre les degrés de liberté.
Synthèse - L’existence de nombreux modes de vibration parasites oblige le concepteur à di-
mensionner la structure mécanique en fonction des performances dynamiques désirées.
Un facteur 2 entre la bande passante voulue et les premiers modes parasites permet de s’af-
franchir de l’influence de ces modes. De plus, si les actionneurs agissent au niveau des
noeuds de vibration des modes parasites, l’excitation de ces derniers peut être grandement
diminuée.
84 Modélisation et commandeLa matrice des vecteurs propres qui correspondent aux modes «utiles» (ddl) illustre les
couplages qui existent entre les degrés de liberté. Une fois identifiée cette matrice peut ser-
vir dans une commande par découplage. Une autre solution consiste à découpler mécani-
quement au maximum les modes concernés et de considérer alors le système comme un
ensemble d’éléments SISO (single input - single output). Le couplage, qui peut alors être
considéré comme une perturbation, sera d’autant plus faible que les performances dyna-
miques seront élevées.
Les chapitres 7 et 8 présentent des applications concrètes qui permettent d’approfondir et d’illuster l’en-
semble des notions développées dans les chapitres précédents.
7Application 1: Guidage à lames parallèles
Cette étude d’un guidage à lames parallèles explore les liens entre une structure mécanique à un degré
de liberté et sa commande et permet d’illustrer les notions développées dans le chapitre précédent. L’im-
portance du choix du matériel nécessaire à la commande (dynamique de l’amplificateur, fréquence
d’échantillonnage, quantifications de la commande et de la mesure) est également démontrée.
7.1  - Conception du guidage à lames parallèles
7.1.1 - Conception du guidage
La structure du guidage conçu pour cette étude est très simple (figure 7.1). Il s’agit d’une masse mobile
reliée au bâti par deux lames parallèles de profondeur b. Un actionneur électro-magnétique à bobine mo-
bile et un capteur linéaire incrémental optique complètent le système. Les lames parallèles peuvent être
changées afin de modifier les modes propres de la structure. Leur longueur L reste constante (30mm).
La hauteur (a=10mm) et la longueur (c=50mm) de la masse mobile sont constantes. Les lames utilisées
sont en acier ressort et la masse mobile en acier. L’assemblage en série de ce type de guidage nécessite-
rait de repenser la structure ou de concevoir un gabarit de montage. Du point de vue du contrôle, ce gui-
dage représente fidèlement le comportement des systèmes à articulations élastiques.
 Figure 7.1: Guidage prismatique à deux lames parallèles.
Un support a été conçu pour permettre un réglage simple de la position de la tête de lecture du capteur
par rapport à la règle (figure 7.2). Le réglage se fait au moyen de trois vis. Il s’agit d’une liaison rotule
élastique réalisée par fraisage. Nous verrons par la suite que ce réglage a son importance et a une influen-
ce sur la mesure.
86 Application 1: Guidage à lames parallèles Figure 7.2: Support réglable pour la tête de lecture du capteur (les points d’application des forces 
correspondent à l’emplacement des vis de réglage).
7.1.2 - Caractéristiques
Les caractéristiques recherchées pour ce guidage sont principalement les valeurs des premiers modes
propres pour différents jeux de lames. Les résultats d’analyse par éléments finis sont donnés (cf. tableau
7.1) puis vérifiés analytiquement pour une profondeur b des lames et de la masse mobile de 13 mm. Le
premier mode correspond au degré de liberté du guidage, le second correspond à un mode de flexion
transverse (cf. chapitre 5) et le troisième mode correspond à la flexion des lames avec un ventre au centre
de la lame, sauf pour le troisième cas, où il s’agit du mode de torsion transverse.
Validation analytique. La valeur du premier mode propre du guidage est obtenue à l’aide des valeurs
suivantes de la masse et de la raideur (cf. équation 4.11).
(7.1)
L’expression de la fréquence propre est donc la suivante:
(7.2)
Le calcul du second mode propre (flexion transverse) est plus délicat, d’une part du fait que l’effort tran-
chant ne peut être négligé et d’autre part, du fait que la raideur doit être calculée au centre de gravité de
la masse mobile. Pour calculer cette raideur, il est donc nécessaire de calculer le déplacement yB ainsi
que l’angle θB à l’extrémité B des lames. L’effort appliqué au centre de gravité de la masse mobile s’ex-
prime en B par un effort FB et en moment MB. Le mode de déformation des lames correspond au premier
mode de flexion.
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Chapitre 7 87La masse en mouvement reste inchangée par rapport au premier mode, la masse de la bobine et de la
règle est de 25g. Le tableau 7.2 présente les valeurs des fréquences propres du guidage linéaire.
L’erreur maximale entre les valeurs analytiques et les valeurs obtenues par la méthode des éléments finis
est de 6 %. Les caractéristiques modales sont donc vérifiées. L’aspect non symétrique de la structure (dû
à la présence de la bobine) est pris en compte dans les calculs par éléments finis et ne l’est pas dans le
cas des calculs analytiques.
7.2  - Identification et comparaison d’algorithmes de commande
7.2.1 - Identification
L’identification du guidage linéaire peut se faire selon plusieurs méthodes.
• La première, et la plus simple, consiste à effectuer un test de lâcher et d’identifier la fréquence pro-
pre et l’amortissement de la structure. Il faut ensuite trouver la masse et la raideur, soit par mesure,
soit en testant directement le modèle en boucle ouverte.
• La seconde méthode consiste à effectuer un balayage en fréquence de la force d’excitation, de mesu-
rer les déplacements obtenus et d’identifier d’après la réponse en fréquence un modèle du second
ordre adéquat (le modèle obtenu par cette méthode tient compte de l’étage d’amplification).
• Une troisième méthode consiste à mesurer la réponse impulsionnelle du système à l’aide d’accéléro-
mètres pour obtenir la fonction de transfert (la masse de l’accéléromètre peut perturber la mesure).
• Une quatrième méthode consiste à exciter la structure par le biais de l’actionneur avec un bruit
blanc, de mesurer les déplacements provoqués et d’en extraire la fonction de transfert (cette
Le torseur des efforts extérieurs s’exprime en B de la façon suivante :
(7.3)
Les valeurs respectives de yB et de θB sont données par les équations 4.13
et 4.8. Le calcul du déplacement yG dû à un effort FG de 1N donne la com-
pliance d’une lame.
(7.4)
 Figure 7.3: Déformation 
correspondant au mode de 
flexion transverse.
cas 1 cas 3
f1 [Hz] 15.3 93.0
f2 [Hz] 487 889
Tableau 7.2: Valeurs analytiques des fréquences propres du guidage linéaire (la masse des lames 
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88 Application 1: Guidage à lames parallèlesméthode tient également compte l’étage d’amplification).
• La dernière méthode consiste non plus à identifier mais à estimer le modèle pendant le fonctionne-
ment du système, en utilisant par exemple la méthode des moindres carrés récurrents [Longchamp
1995].
Les première, deuxième et quatrième méthodes ont été utilisées dans ce travail (cf. Chap 8). Les systè-
mes identifiés sont supposés linéaires.
La méthode proposée pour cet exemple est le test de lâcher (cf. figure 7.4). L’équation permettant d’ob-
tenir la courbe correspondante est la suivante :
(7.5)
Dans le cas du guidage étudié (cas 1), les valeurs obtenues sont les suivantes: ω= 79 rad/s et ξ = 0.0075.
La masse calculée est de 76 g, ce qui a été confirmé par pesage et par des mesures du comportement du
système commandé en boucle ouverte.
 Figure 7.4: Test de lâcher, mesure et courbe obtenue par équation (sur deux échelles différentes afin 
d’éviter que les deux courbes ne soient superposées).
Une comparaison, pour les différents cas, entre les valeurs théoriques et les valeurs mesurées fait appa-
raître une erreur sur le calcul de la fréquence propre (le calcul surestime la fréquence). Cette erreur di-
minue lorsque l’épaisseur des lames augmente (18, 12 et 7 % respectivement pour les cas 1, 2 et 3). Ce
résultat peut être mis en perspective avec les mesures de raideur réalisées par Henein [Henein 2001]. Une
hypothèse est que ces différences proviennent de l’assemblage de la table (en particulier du serrage des
encastrements des lames). Une autre source d’erreur peut être une non-homogénéité du matériau.
7.2.2 - Commande PID, limitation de l’accélération et terme a priori
Trois principes de commande basés sur la commande PID sont testés. A partir de la commande de base,
deux types d’actions sont proposées. La première consiste à limiter la dynamique de la consigne (accé-
lérations et vitesses limitées en fonction des caractéristiques de la structure), la seconde consiste à utiliser
le modèle dynamique inverse comme une connaissance a priori de la structure à commander (le PID cor-
rige alors les écarts entre le modèle et la réalité ainsi que les perturbations). La fréquence d’échantillon-
2( ) sin( 1 )tx t A e tξ ω ξ ω ϕ− ⋅ ⋅= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ +
Chapitre 7 89nage de la commande pour les tests comparatifs est de 5kHz. Les gains les plus grands garantissant la
stabilité du système sont utilisés.
La figure 7.5 permet d’illustrer l’apport de la limitation de l’accélération : le suivi de trajectoire est
meilleur et le dépassement de la consigne est moindre.
 Figure 7.5: Mesure des réponses à un échelon de 10µm pour une commande de type PID avec et sans 
limitation de l’accélération de consigne.
La figure 7.6 présente les réponses du système pour la commande PID avec accélération de consigne li-
mitée, avec et sans terme a priori.
 Figure 7.6: Mesures des réponses à un échelon de 10µm pour une commande de type PID avec 
limitation de l’accélération de consigne, avec et sans utilisation a priori du modèle dynamique inverse 
du guidage.
L’adjonction d’une connaissance a priori à la commande PID permet d’avoir d’excellentes performances
en suivi de trajectoire. L’utilisation combinée de la consigne à accélération limitée et d’un terme a priori
calculé par le biais du modèle dynamique inverse est particulièrement efficace.
7.2.3 - Réglage d’état
Le régulateur étudié dans ce chapitre correspond à un réglage par contre-réaction d’état avec composante
intégrale [Bühler 2003]. Le schéma de la figure 7.7 correspond à ce régulateur.
90 Application 1: Guidage à lames parallèles Figure 7.7: Schéma bloc correspondant au réglage d’état.
Le principe du réglage par contre-réaction d’état consiste à imposer un type de comportement en boucle
fermée par le choix des gains de la matrice KRE. Ceci revient à effectuer un placement des pôles du sys-
tème en boucle fermée. Le modèle du système en boucle ouverte est alors nécessaire.
Soit ω et ξ respectivement la pulsation propre et l’amortissement réduit du système en boucle ouverte et
ωo et ξo, la pulsation propre et l’amortissement réduit désiré du système en boucle fermée. Soit m la
masse mobile du système et ka la constante d’effort de l’actionneur (la chaîne amplificateur-actionneur
étant considérée comme idéale).
L’équation d’état du système en boucle fermée s’obtient à partir de l’équation correspondant à la loi de
commande (équation 7.6).
(7.6)
Les valeurs propres de la matrice du système en boucle fermée A-B⋅KRE correspondent aux pôles du sys-
tème en boucle fermée.
(7.7)
Par identification, on obtient alors la valeur des gains à utiliser pour obtenir le comportement désiré, ces
gains sont proportionnels à m. Le gain Kr s’obtient en cherchant à annuler l’erreur statique d’un système
ayant pour pulsation propre ωo et comme amortissement réduit ξo (équation 7.8).
(7.8)
Un observateur d’état peut être utilisé dans le cas où la position et/ou la vitesse (les deux composantes
du vecteur d’état) sont fortement bruitées. Les mesures présentées figure 7.8 ont été obtenues sans l’uti-
lisation d’un observateur (la quantification de la mesure est dans ce cas de 1.25 nm, ce qui provoque un
niveau de bruit très faible). Ces deux mesures illustrent bien la plage dynamique utilisable avec un sys-
tème à articulations élastiques. Pour l’échelon de 10 nm, la vitesse maximale atteinte est de 0.008 mm/s
et l’accélération est de 0.025 m/s2, alors que pour l’échelon de 50 µm, ces valeurs sont respectivement
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Chapitre 7 91 Figure 7.8: Réponse à des échelons de 50 µm (à gauche) et de 10 nm (à droite) avec une commande 
par retour d’état (l’effet sur la commande de la quantification de la vitesse est visible pour l’échelon de 
10 nm).
7.2.4 - Comparaisons et conclusions
Deux familles de régulateurs ont été étudiées et testées. La figure 7.9 illustre les réponses du guidage
pour la commande PID avec a priori et pour la commande par placement de pôles dans le cas d’une con-
signe à accélération limitée. Les réponses pour une consigne dont l’accélération n’est pas limitée sont
données figure 7.10. Plusieurs conclusions peuvent être tirées de ces mesures :
• le régulateur PID avec un terme a priori permet un suivi de trajectoire plus précis que le régulateur
d’état dans le cas de consignes dont l’accélération est limitée
• la connaissance d’un modèle est nécessaire pour obtenir de bonnes performances en suivi de trajec-
toire
• le régulateur d’état est nettement moins sensible aux discontinuités de la consigne que le régulateur
PID.
 Figure 7.9: Réponses du guidage avec une commande PID + a priori et avec un régulateur d’état, 
pour une consigne à accélération limitée.
92 Application 1: Guidage à lames parallèles Figure 7.10: Réponses du guidage avec une commande PID + a priori et avec un régulateur d’état, 
pour un saut indiciel.
7.3  - Sensibilités de la commande
7.3.1 - Fonctions de sensibilité mesure-sortie et effort-sortie
Il est intéressant de simuler le comportement du système vis-à-vis d’une perturbation de la mesure et vis-
à-vis d’une perturbation en force sur la sortie.
La fonction de sensibilité sortie/mesure donne l’effet d’un bruit de mesure sur la position (cf. figure
7.11). Cette fonction est identique à la fonction de transfert en boucle fermée. La figure 7.12 illustre pour
deux valeurs du gain dérivé du correcteur PID la fonction de sensibilité entre la mesure et la sortie. En
augmentant la bande passante du système, on augmente de facto la sensibilité de la régulation aux bruits
et quantifications de la mesure.
 Figure 7.11: Position des perturbations (mesure - p1 et force - p2).
La fonction de sensibilité sortie/effort donne l’effet d’un effort parasite (dû à l’utilisateur ou à l’environ-
nement) sur la position du système. La figure 7.12 illustre le fait que cette sensibilité dépend des carac-
téristiques du régulateur. Si la bande passante en boucle fermée est augmentée, la sensibilité du système
à une perturbation en force diminue. Une conséquence importante découle de cette constatation : garantir
un bon rejet des perturbation consiste en fait à imposer une dynamique élevée au système. Ceci signifie
que même pour des applications ne nécessitant pas une bande passante importante, celle-ci s’impose
pour garantir la précision de positionnement à l’échelle nanométrique.
Un compromis (du point de vue de la bande passante) doit être trouvé entre la robustesse vis-à-vis des
perturbations (p2) et la sensibilité aux bruits de mesure (p1). Si la bande passante (et donc la robustesse
est fixée, il faut choisir la chaîne de mesure en conséquence (niveau de bruit et quantification).
Chapitre 7 93 Figure 7.12: Simulation des fonctions de sensibilité sortie/mesure (p1 - trait continu) et sortie/effort 
(p2 - pointillé) pour deux valeurs du gain dérivé du correcteur PID (gain a=0.008, gain b=0.012).
7.3.2 - Sensibilité de la commande au modèle
Un point important lors de l’utilisation d’un modèle a priori est de connaître la sensibilité de la comman-
de par rapport aux variations du modèle. La masse est le paramètre qui a le plus d’influence sur l’action
a priori. La figure 7.13 présente la réponse du guidage linéaire pour des variations de 40% de la masse
du modèle utilisé dans le cas d’un contrôleur PID avec action a priori.
 Figure 7.13: Mesure de la réponse du système dans le cas d’une commande PID + a priori avec 
variation.
L’erreur de suivi de trajectoire est relativement peu sensible aux variations des paramètres du modèle.
Ceci est dû à l’écart important entre la bande passante en boucle ouverte et celle en boucle fermée. L’ef-
fet d’une variation des paramètres du modèle est d’autant moins sensible que la bande passante en boucle
fermée est grande. Ceci découle de la robustesse vis à vis des perturbations (figure 7.12) puisqu’une er-
reur sur le modèle correspond à une perturbation du système en boucle fermée.
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7.4.1 - Quantification de la commande et échantillonnage
La dépendance entre un bruit sur la position et la quantification de la commande a été expliquée dans le
chapitre 6. De plus, un modèle a fait apparaître une dépendance avec la fréquence d’échantillonnage. Des
mesures effectuées sur le guidage linéaire permettent de quantifier ces dépendances. Pour cela, une con-
signe nulle est imposée et la valeur efficace du bruit mesuré est calculée. La valeur efficace (xeff.) est
donnée par l’équation 7.9 :
(7.9)
Le tableau 7.3 présente les valeurs efficaces obtenues sur le prototype et en utilisant le modèle (la valeur
efficace pour le modèle est égale à l’amplitude divisée par ). Le régulateur utilisé pour les différentes
mesures est resté inchangé, il s’agit d’un régulateur d’état avec terme intégral imposant une bande pas-
sante de 140Hz au système sous contrôle.
Il est donc possible de compenser une sous-quantification de la commande par une fréquence d’échan-
tillonnage plus élevée. Le modèle proposé ne donne qu’une indication de l’amplitude du cycle observé,
il ne tient pas compte du régulateur employé ni de la quantification de la mesure. Les valeurs données
par le modèle sont proches de celles mesurées lorsque l’effet de la quantification de la commande est
plus important que l’effet de la quantification de la mesure. Lorsque le bruit mesuré sur la position a une
valeur proche de la quantification de la mesure, un autre modèle, incluant cette quantification, doit être
utilisé.
7.4.2 - Echantillonnage, amplification et bande passante
Pour étudier le lien entre l’échantillonnage et la bande passante, la configuration du guidage ayant les
modes de vibration les plus élevés est utilisée. Le second mode de ce guidage a une fréquence de réson-
nance de 838 Hz ; pour des bandes passantes inférieures à 700 Hz, il n’y a pas de risque d’excitation de
ce mode. Le régulateur utilisé est le régulateur d’état étudié précédemment. La première mesure effec-
tuée concerne la dynamique de l’amplificateur (cf. figure 7.14) ; sa bande passante est d’environ 4 kHz.
Cette mesure nous permet d’établir un modèle du second ordre pour l’amplificateur afin de simuler la
dynamique complète du système.
2 kHz modèle 2 kHz mesure 5 kHz mesure 10 kHz mesure
8 bits 123 125 49 17
10 bits 31 37 31 10
12 bits 7.6 10 6.4 4.6
16 bits 0.5 5.6 2.5 2.3
Tableau 7.3: Valeurs efficaces du bruit mesuré sur la position (en nm) en fonction de la fréquence 
d’échantillonnage et de la quantification de la commande (sur +/-500mA) (les mesures ont été 










Chapitre 7 95 Figure 7.14: Mesure du temps de montée de l’amplificateur utilisé.
Une règle classique en automatique consiste à choisir une fréquence d’échantillonnage 10 fois supérieure
à la bande passante en boucle fermée désirée. Ceci permet d’adapter la dynamique du contrôle à la dy-
namique du système. Cependant, il est moins connu que la dynamique de l’étage de puissance (de l’am-
plificateur) doit aussi être d’un ordre de grandeur supérieur à la bande passante désirée. La figure 7.15
présente des résultats de mesure de la bande passante limite en boucle fermée obtenus pour différentes
fréquences d’échantillonnage. Le terme «limite» signifie que au-delà de cette bande passante, l’asservis-
sement à un ou deux incréments n’est plus possible et les performances en suivi de trajectoire se dégra-
dent. Une première simulation, qui ne tient pas compte de l’amplificateur, montre une relation
proportionnelle entre la bande passante et la fréquence d’échantillonnage (cf. courbe «Simulation sans
modèle»). Une seconde simulation tient compte de l’amplificateur. La courbe obtenue diffère de la pré-
cédente une fois la bande passante de l’amplificateur dépassée (cf. courbe «Simulation avec modèle»).
Deux résultats de mesures viennent confirmer ces simulations. La différence entre les deux mesures se
trouve dans la quantification de la mesure (5nm et 20nm). Les valeurs mesurées confirment les tendances
observées en simulation. La dynamique de l’amplificateur (principalement par le déphasage qu’elle in-
troduit) limite les bandes passantes qui peuvent être atteintes. D’autre part, une autre tendance indique
que pour des fréquences d’échantillonnage inférieures à la bande passante de l’amplificateur, la quanti-
fication de la mesure dégrade légèrement les performances. Ceci n’est plus le cas au-delà de la bande
passante de l’amplificateur. En effet, le bruit dû à la quantification de la mesure (en particulier celle de
la vitesse) vient exciter la structure, quelle que soit la fréquence d’échantillonnage mais l’amplificateur
joue un rôle de filtre au-delà d’une certaine bande passante.
 Figure 7.15: Simulation et mesure de la bande passante limite en boucle fermée en fonction de la 
fréquence d’échantillonnage.
96 Application 1: Guidage à lames parallèles7.4.3 - Effet de l’alignement des capteurs, quantification de la vitesse
Un lien peut être fait entre l’alignement des capteurs (cf. figure 7.16) et la qualité de la mesure de la vi-
tesse. En effet, supposons que la vitesse du système est constante. Une erreur d’alignement des capteurs
entraîne une variation de la position autour de la droite de pente constante. Cette variation provoque une
erreur sur la mesure de la vitesse proportionnelle à la vitesse réelle du système. Un modèle Simulink per-
met de mettre en évidence ce phénomène (cf. figure 7.17).
 Figure 7.16: Influence du montage des capteurs sur les signaux sin-cos. Les 3 orientations modifient 
les signaux (les valeurs entre parenthèses sont utilisées pour une résolution meilleure que 50nm).
La figure 7.18 illustre bien ce phénomène. Lors d’un test de lâcher, la position est mesurée et la vitesse
calculée par dérivation. Les valeurs choisies correspondent à un moment où la norme de la vitesse est
maximale et où l’accélération change de signe. Il est possible d’observer sur la courbe de vitesse une
série d’oscillations qui correspondent à la variation de vitesse due à l’erreur d’alignement du capteur. Le
nombre de ces oscillations est de 8 et la distance parcourue est de 32 µm. Nous retrouvons alors la pé-
riode de gravure de la règle optique qui est de 4µm. Sur cette même figure, la quantification de la vitesse
est observable. Dans l’exemple proposé, elle vaut 0.025 mm/sec. Cette quantification dépend de la fré-
quence d’échantillonnage (plus la fréquence est élevée, plus le pas de quantification est grand) et de la
résolution du capteur (plus la résolution est élevée plus le pas de quantification est petit).
 Figure 7.17: Modèle permettant d’intégrer un déphasage et des différences d’amplitudes sur les 
signaux sin-cos du capteur et de mesurer la position et la vitesse obtenues.
Ces deux sources de perturbation de la vitesse que nous avons pu identifier provoquent une limite des
performances du réglage, du fait de la sensibilité de celui-ci aux bruits de mesure. L’effet du mes-aligne-
Chapitre 7 97ment se fait sentir en suivi de trajectoire alors que la quantification de la vitesse intervient au niveau de
la précision de l’asservissement en position.
 Figure 7.18: Position et vitesse mesurées (valeurs prises sur une courbe de lâcher)
7.5  - Positionnement absolu
Les mesures présentées jusqu’à présent se basent sur les valeurs lues par le capteur utilisé par la boucle
d’asservissement. Il est donc certain que la règle du capteur effectue des déplacements correspondant au
nombre de pas mesurés. La longueur de ces pas peut varier avec une variation thermique. Rien ne permet
de savoir si la distance entre le capteur et la sortie varie (avec l’humidité ou la température par exemple).
Les mesures proposées figure 7.19 montrent bien la problématique du positionnement absolu à l’échelle
nanométrique. Un interféromètre de résolution 1nm est utilisé pour acquérir la position de la sortie à une
fréquence de 5 kHz. Ces mesures permettent de valider les déplacements relatifs de la sortie. Par contre,
le positionnement absolu n’est pas garanti. Pour cela, l’étape de calibrage de la structure reste à effectuer.
Il s’agit alors de maîtriser la mesure, les gradients thermiques, l’environnement dans lequel est utilisé le
système (humidité, pression) et d’améliorer le positionnement absolu de la sortie jusqu’au niveau de pré-
cision requis.
 Figure 7.19: Sinus d’amplitude 20nm et échelons d’amplitude 10 nm mesurés à l’aide d’un 
interféromètre SIOS.
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Ce chapitre a présenté une première application des systèmes à articulations élastiques. Pour notre part,
cette application a essentiellement servi de dispositif expérimental pour l’analyse des problèmes rencon-
trées lors de la commande de tels systèmes. L’identification d’un modèle, la comparaison de différents
algorithmes ainsi que l’effet des quantifications et de l’échantillonnage ont été abordés. Les performan-
ces dynamiques pouvant être atteintes ont été illustrées. Le chapitre suivant propose l’étude d’une appli-
cation multi-axes. Il s’agit de la conception et de la commande du robot Delta cube, système à 3 ddl dédié
à l’électro-érosion.
8Application 2: Conception et commande du
robot Delta cube
8.1  - Le robot Delta cube, origines et applications
Le robot Delta cube (Delta3 dans la suite du texte) est né de l’idée d’utiliser conjointement une cinéma-
tique parallèle connue et des liaisons à articulations élastiques. La cinématique Delta [Clavel 1985] a été
choisie pour réaliser ce robot à trois degrés de liberté. Les liens entre la robotique parallèle et les liaisons
à articulations élastiques ont été traités dans le chapitre consacré à l’état de l’art.
La première application visée lors de la conception du robot Delta3 est la micro électro-érosion. Les buts
recherchés sont essentiellement l’usinage de moules précis de petite taille ou l’usinage direct de pièces
dont les tolérances sont très fines. Pour atteindre ces objectifs, un partenariat entre le Laboratoire de Sys-
tèmes Robotiques et l’entreprise Agie SA a été mis en place dans le cadre du Programme Top Nano 21
(projet TopNano 4594.1). Le principal but du projet TopNano 4594.1 a été de concevoir et de tester une
micro-machine à électro-érosion. Le second robot Delta3 a été conçu dans le cadre de ce projet. Ce cha-
pitre détaille d’une part, les performances du premier robot Delta3 et d’autre part, la conception, la vali-
dation et la commande du second robot. D’autres applications telles que micro-assemblage ou micro-
positionnement sont bien sûr envisageables (se référer à l’introduction pour d’autres applications poten-
tielles des robots étudiés dans le cadre de ce travail).
8.2  - Cinématique et configuration du premier robot Delta3
8.2.1 - Cinématique
Le robot Delta est composé de trois chaînes cinématiques qui relient l’élément de sortie à la base. Le
nombre de degrés de liberté est de trois. Chaque chaîne cinématique est composée d’une liaison prisma-
tique et d’un parallélogramme dit «de l’espace» (cf. schéma de gauche sur la figure 8.1). Ce parallélo-
gramme, réalisé à l’aide de liaisons rotules, a deux rôles. Le premier consiste à bloquer un degré de
liberté en rotation et le second, à bloquer un degré de liberté en translation.
Le calcul de la mobilité est le suivant :
(8.1)
avec :
M : mobilité de la cinématique
n : nombre de solides, base comprise
g : nombre de liaisons
fi : nombre de degrés de libertés de la liaison i
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100 Application 2: Conception et commande du robot Delta cubeà 9. Cette valeur s’explique par le fait que les barres des parallélogrammes reliant les liaisons prismati-
ques à la sortie sont libres en rotation selon leur axe. Ceci peut être évité en remplaçant pour chaque barre
une des deux liaisons rotules par une liaison cardan, une mobilité de 3 est alors obtenue. Dans le cas des
liaisons à articulations élastiques, les liaisons doivent être choisies de manière à ce que les modes cor-
respondant à la rotation des barres ne soient pas excités.
8.2.2 - Configuration
En disposant les trois parallélogrammes que comporte la cinématique dans des plans différents, et en as-
sociant une liaison prismatique à chacun d’entres eux, les trois rotations possibles sont bloquées et les
trois translations sont libres (cf. schéma de droite de la figure 8.1). La disposition des parallélogrammes
selon des plans orthogonaux (plus précisément selon trois des faces d’un cube) est à l’origine du nom du
robot Delta3.
 Figure 8.1: Cinématique et configuration du 1er robot Delta3.
8.2.3 - Liaisons à articulations élastiques et prototype.
Une fois la cinématique et la configuration choisies, des structures à articulations élastiques sont conçues
pour chaque type de liaison. Dans le cas de ce robot, des liaisons prismatiques (ou glissière) et des
liaisons sphériques sont à concevoir. La table à quatre cols est choisie pour réaliser les liaisons prisma-
tiques. La cinématique ne présentant pas d’hyperstatismes, le passage d’une translation rectiligne à une
translation circulaire ne pose aucun problème. Cependant, cette translation circulaire doit être prise en
compte dans le modèle géométrique de la structure. Les liaisons sphériques qui composent les parallé-
logrammes ont été réalisées en superposant deux cols. Chacune des chaînes cinématiques a été réalisée
de façon monolythique (c’est-à-dire sans assemblage). Le schéma de gauche de la figure 8.2 montre
l’une de ces chaînes cinématiques. Le schéma de droite de cette même figure est une photographie de la
première réalisation du robot Delta3.
Chapitre 8 101 Figure 8.2: Table élastique à 5 dd. (à gauche) et prototype du premier robot Delta3 (à droite).
8.3  - Analyse dynamique du premier robot Delta3
8.3.1 - Analyse dynamique en boucle ouverte
L’analyse modale de la structure permet d’obtenir la fréquence des modes propres de vibration. Cette
analyse laisse apparaître 12 modes dont la fréquence propre est inférieure à 500 Hz. La valeur des 5 pre-
miers modes est donnée dans le tableau ci-dessous.
L’analyse dynamique en fréquence basée sur les 5 modes ci-dessus permet de calibrer un modèle mathé-
matique de la structure. Les fonctions de transfert actionneur-mesure sont illustrées figure 8.3. Seules les
mesures des réponses à l’actionneur X sont présentées. Les autres fonctions de transfert (celles qui cor-
respondent aux actionneurs Y et Z) sont tout à fait similaires à celles présentées et ne sont pas montrées
pour ne pas surcharger la figure. Plusieurs remarques peuvent être formulées par rapport à cette figure.
L’excitation par l’actionneur X des modes 4 et 5 est visible. Ceci signifie que pour les modes 4 et 5, le
déplacement du point d’application de la force générée par l’actionneur X n’est pas négligeable (ceci re-







Tableau 8.1: Fréquences propres des 6 premiers modes obtenus lors de l’analyse modale de la 
structure du premier robot Delta3 (les trois premiers modes correspondent aux degrés de liberté, les 
trois modes suivants sont des modes parasites - cf. § 1.3).
102 Application 2: Conception et commande du robot Delta cubevient à dire que l’actionneur X n’est pas à une position correspondant à une noeud de vibration des modes
4 et 5). Le couplage entre l’axe X et les axes Y&Z peut également être observé. La présence de modes
d’ordre n (n > n ddl) excités par l’actionneur X dans la plage de fréquence 150-500 Hz empêche a priori
des performances de contrôle élevées à l’aide d’un contrôleur de type PID (en règle plus générale, avec
un contrôleur de type feed-back). Un contrôle a priori est possible dans cette bande de fréquence. Cepen-
dant, avec ce type de contrôle, aucune garantie ne peut être donnée quant à l’erreur de suivi de trajectoire.
 Figure 8.3: Fonctions de transfert en boucle ouverte simulées entre l’actionneur X et le capteur X 
(trait continu) et entre l’actionneur X et les capteurs Y et Z (pointillés).
8.3.2 - Analyse et mesure en boucle fermée
Les deux figures ci-dessous représentent les fonctions de transfert en boucle fermée simulées (figure 8.4)
et mesurées (figure 8.5) entre la consigne selon l’axe X et les différents capteurs. Le régulateur utilisé
dans cet exemple correspond à un placement de pôle avec un amortissement de 0.2 et une bande passante
de 100 Hz environ. L’amplificateur présente une bande passante de 400 Hz. La comparaison des deux
figures fait apparaître que la simulation fournit une bonne approche du comportement pour des fréquen-
ces inférieures à la centaine de Hertz. Au-delà, à l’approche des modes «parasites» de la structure, la si-
mulation sous-estime légèrement l’amplitude de l’excitation de ces modes. Le choix de l’amortissement
explique en partie l’écart entre le modèle et la mesure. Pour le modèle numérique, la valeur et la dépen-
dance de l’amortissement à la fréquence sont spécifiées. Dans l’exemple, le coefficient a été considéré
comme constant.
La mesure (quantification et sensibilité aux mouvements hors plan) et les actionneurs (alignement) peu-
vent également être une source d’erreurs pour l’identification.
Les couplages entre les degrés de liberté sont relativement importants au niveau de la résonance en bou-
cle fermée correspondant au premier mode en boucle ouverte. Il est possible de tenir compte de ces cou-
plages dans la commande (cf. §6.5).
Chapitre 8 103 Figure 8.4: Fonctions de transfert en boucle fermée simulées entre la consigne sur l’axe X et le 
capteur de l’axe X (trait plein) - entre la consigne sur l’axe X et les capteurs des axes Y et Z (pointillés).
 Figure 8.5: Fonctions de transfert en boucle fermée mesurées entre la consigne sur l’axe X et le 
capteur sur l’axe X (trait plein) et entre la consigne sur l’axe X et les capteurs des axes Y et Z 
(pointillés).
Les performances nécessaires à des tâches de micro-électroérosion dépassent celles qui peuvent être at-
teintes à l’aide de cette version du robot. Une nouvelle version a donc été conçue pour répondre à cette
demande. La suite du chapitre traite de cette version.
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8.4.1 - Configuration du robot
La configuration de la deuxième version du robot Delta3 reste similaire à celle de la première version.
La principale modification se situe au niveau du point de sortie, qui se trouve sur les coins des parallé-
logrammes de l’espace dans la première version alors qu’il est au milieu des cotés de ces mêmes paral-
lélogrammes dans la seconde version.
8.4.2 - Conception du second prototype
La conception du second prototype est assez différente de celle du premier prototype. Les trois chaînes
cinématiques ne sont plus conçues de manière monolytique. Ceci présente un inconvénient et plusieurs
avantages. L’inconvénient est qu’il devient nécessaire d’assembler la partie guidage linéaire et la partie
parallélogramme de l’espace. Le fait de pouvoir concevoir indépendemment les guidages et les parallé-
logrammes est un avantage, puisqu’il permet d’ajuster les paramètres géométriques (épaisseur par exem-
ple) selon la fonction de l’élément conçu. Un autre avantage est qu’en cas de rupture d’une pièce, toute
la chaîne cinématique n’est pas à changer. Enfin, les éléments peuvent être orientés de différentes façons,
ce qui n’est pas le cas si la conception est monolytique.
 Figure 8.6: Configuration de la cinématique (à gauche) de la seconde version du robot Delta3 (à 
droite).
Les modes parasites de la première version du robot Delta3 sont dus aux modes transverses des liaisons
prismatiques. Afin d’augmenter la valeur de ces modes, les guidages de la nouvelle version sont plus
profonds. Les parallélogrammes de l’espace de cette version sont bien plus petits que ceux de la première
version, leur masse est donc plus faible. Ceci diminue l’influence des parallélogrammes sur les modes
propres de la structure. D’autre part, les actionneurs sont alignés sur le centre de gravité des masses en
mouvements, ce qui sollicite les deux barres des parallélogrammes de façon identique.
Chapitre 8 1058.5  - Identification et commande
Deux commandes ont été testées sur ce prototype. La première est identique à celle utilisée pour le gui-
dage linéaire étudié au chapitre précédent. La seconde est une commande industrielle conçue pour piloter
des machines à électro-érosion. La première commande présente plusieurs avantages, dont la possibilité
d’utiliser des fréquences d’échantillonage jusqu’à 10 kHz, une quantification de la commande effectuée
sur 16 bits pour un amplificateur ±2A, la possibilité d’enregistrer des séquences de mesure jusqu’à 10
kHz de fréquence d’échantillonage et une vitesse d’acquisition des signaux capteurs très élevée. Le sec-
onde commande (commande AGIE), dédiée au processus de l’électro-érosion, permet de gérer tous les
paramètres liés au processus. Dans un premier temps, l’identification du prototype et des tests de suivi
de trajectoire ont été effectués avec la première commande. Une fois les performances du prototype
validées, la seconde commande a été utilisée.
8.5.1 - Identification en boucle ouverte
La méthode employée pour identifier ce prototype est l’excitation par bruit blanc. De cette mesure, il est
possible, à l’aide du logiciel Matlab, d’identifier un système MIMO 3x3 qui peut ensuite servir de mo-
dèle. La figure 8.7 présente un résultat d’identification du robot Delta3II.
 Figure 8.7: Résultat de l’identification du robot (effet de l’actionneur x - schéma de gauche, de 
l’actionneur y - au centre et z - à droite avec une mesure sur x - trait continu, sur y - trait interrompu et 
z - trait mixte).
Plusieurs observations peuvent être faites sur les courbes de gains de la figure 8.7. Les modes de vibra-
tion parasites de la structure mécanique sont peu excités et se situent au-delà de 600 Hz. Ceci confirme
le bien-fondé des choix faits au moment de la conception (augmenter la raideur des guidages linéaires et
106 Application 2: Conception et commande du robot Delta cubealléger les parallélogrammes). Les couplages entre les axes sont faibles en basses et moyennes fréquen-
ces (-50dB en moyenne). Les couplages deviennent importants pour des fréquences proches des modes
de vibrations parasites. Ces résultats permettent d’affirmer que les performances requises en termes de
contrôle en boucle fermée peuvent être atteintes.
8.5.2 - Commande
Etant donné le faible couplage entre les axes, la commande utilisée suppose les différents axes indépen-
dants. La figure 8.8 illustre le comportement en boucle fermée du robot Delta3II. La commande utilisée
est une commande PID. Seules les courbes de gains qui correspondent à l’actionneur de l’axe X sont
présentées, les autres courbes sont similaires. La réponse mesurée sur X fait apparaître une bande pas-
sante de 200 Hz et une excitation faible des modes parasites (-15dB). Les couplages mesurés sont faibles
(-30dB), il n’est donc pas nécessaire d’en tenir compte dans la commande. Une différence peut être ob-
servée entre les deux couplages identifiés. Cette différence est due à l’amplitude des déplacements qui
correspondent aux couplages. Une valeur de -30dB correspond à environ 3% de la consigne. Lors de
l’identification, la consigne maximale sur X est de 1µm. L’amplitude maximale mesurée pour les cou-
plages est alors 30nm alors que la quantification de la mesure est de 5nm. La sensibilité du modèle à une
erreur de mesure est donc importante.
 Figure 8.8: Identification en boucle fermée pour une excitation bruit blanc de l’axe X (mesure sur X- 
trait continu, mesure sur Y&Z - traits interrompus).
La figure 8.9 donne un exemple de suivi de trajectoire multi-axe. La consigne est un cercle de rayon
100 nm, de fréquence de 10 Hz, disposé dans le plan X-Y . L’erreur de suivi de trajectoire a une ampli-
tude comparable à la répétabilité de positionnement des axes soit plus ou moins deux incréments de 5
nm.
Chapitre 8 107 Figure 8.9: Suivi de trajectoire multi-axe (cercle X-Y de rayon 100nm).
Les résultats suivants sont obtenus avec la commande dédiée au processus d’électro-érosion (commande
AGIE). Le régulateur utilisé est similaire au régulateur d’état déjà utilisé dans le chapitre précédent (cf.
figure 7.7). La figure 8.10 présente des mesures effectuées sur l’axe z durant une séquence type
d’électro-érosion. L’érosion se fait dans la direction positive, avec des reculs pour laver le diélectrique
(mouvements de timer) et pour arrêter un court circuit. L’erreur au niveau du suivi de trajectoire est in-
férieure à la centaine de nanomètres durant les phases d’érosion. Pendant les phases de recul, une erreur
de trainée proportionnelle à la vitesse se produit. Les erreurs observées pendant les phases d’érosion sont
compatibles avec les précisions d’usinage recherchées. Les mesures sur les axes X et Y montrent que les
couplages dus aux déplacements de l’axe Z sont négligeables.
 Figure 8.10: Mesures de l’axe z effectuées durant une séquence  d’érosion. Les mouvements de recul 
lors de courts-circuits sont observables ainsi qu’un mouvement de «timer» (mouvement de lavage).
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La conception d’une machine dédiée à la micro électro-érosion ne s’arrête pas à la réalisation d’une
structure mécanique, ni même à sa commande. Une pré-industrialisation de la machine a été réalisée. Un
dispositif pneumatique permettant d’avancer l’électrode a été ajouté afin de simplifier la tâche de l’uti-
lisateur (cf. figure 8.11). Un dispositif de déplacement macro XYZ a été intégré sous le bac de diélectri-
que (cf. figure 8.12).
 Figure 8.11: Les bras des parallélogrammes du troisième prototype avec un dispositif d’avance 
électrode monté sur la sortie.
 Figure 8.12: Version pré-industrielle de la machine dédiée à la micro électro-érosion (AGIE).
Chapitre 8 1098.7  - Conclusion
Cette seconde application a permis d’approfondir les aspects de l’identification et de la validation des
performances d’un système complexe à trois degrés de liberté. Elle illustre également le passage de la
conception du prototype d’un robot à articulations élastiques à son utilisation pour une application don-
née. Dans le domaine de la micro-manipulation et du micro-usinage, les liens avec le monde «macro»
sont primordiaux. La manipulation et le positionnement d’outils ou de pièces (prise et lâcher, recherche
de références, montage et démontage d’outils, récupération de pièces, etc.) ainsi que l’observation et la
supervision des tâches effectuées (vision temps réel aux échelles macro et micro, intégration de capteurs




Ce travail de thèse s’inscrit dans un ensemble de recherche concernant les robots parallèles de très haute
précision à articulations élastiques. Les premiers travaux effectués dans ce domaine au Laboratoire de
Systèmes Robotiques de Lausanne (LSRO) ont traité de la conception des structures articulées à guida-
ges flexibles [Henein 2000] et de la conception d’un robot de haute précision à 6 degrés de liberté [Per-
nette 1998]. Des travaux actuellement en cours approfondissent les aspects de la recherche et du choix
de la cinématique [Helmer 2003], de l’influence des effets thermiques et des erreurs d’usinage et enfin,
du calibrage de ces robots de très haute précision [Fazenda 2003]. Le travail présenté dans cette thèse,
tout en approfondissant plusieurs points particuliers, propose une méthode globale de conception des ro-
bots à articulations élastiques.
9.1  - Contributions
Les principales contributions de ce travail sont les suivantes : 
• l’analyse globale de tous les éléments intervenant lors de la conception d’un robot de haute précision
à articulations élastiques ;
• le concept et le dimensionnement des articulations fonctionnellement équivalentes ;
• l’explication et l’analyse des performances des liaisons à articulations élastiques, sensibilité de ces
performances à certains choix de conception ;
• la prise en compte de la dynamique et de la commande lors de la conception ;
• la mise en évidence de l’avantage d’un découplage mécanique du point de vue de la simplicité de la
commande ;
• un banc de test à lames interchangeables : étude et comparaison d’algorithmes de commande sur un
système de haute précision entièrement réversible ;
• un prototype du robot Delta3 présentant à la fois un positionnement à l’échelle nanométrique et une
bande passante élevée.
9.2  - Perspectives
9.2.1 - Applications industrielles
La conception et la commande des robots de très haute précision à articulations élastiques a atteint une
maturité qui ouvre la porte à de nombreuses applications industrielles. Cette maturité se traduit par :
• la maîtrise de la technologie de fabrication (l’électro-érosion) ;
• la fiabilité des articulations (étude de la fatigue par Henein [Henein 2000]) ;
• la connaissance des méthodes de dimensionnement des articulations ;
• un grand choix de solutions cinématiques et un acquis méthodologique important ;
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• l’existence matérielle et logicielle de commandes capables d’assurer les performances requises ;
• plusieurs exemples de transferts technologiques réussis ;
• la présence d’une start-up1 commercialisant différents modèles de robots.
Rien ne s’oppose donc à l’utilisation des robots à articulations élastiques dans les domaines des sciences
du vivant, de la microscopie à sonde proche, de l’optique, du micro-assemblage, du micro-usinage ...
9.2.2 - Aspects scientifiques
Sur le plan scientifique, plusieurs perspectives s’ouvrent suite à ce travail.
Recherche de nouvelles cinématiques et méthodes de choix. Il s’agit là d’un sujet de recherche
toujours ouvert. Même s’il existe de nombreux travaux en robotique parallèle, de nouvelles cinématiques
utilisables en micro-robotique ainsi que des méthodes qui permettent de faire un choix entre plusieurs
solutions sont toujours recherchées.
Calibrage. Le calibrage des robots parallèles de très haute précision est une question d’un grand intérêt
scientifique et pratique. En amont de ce travail, les effets des variations thermiques et l’impact des er-
reurs de fabrication peuvent être analysés. Une fois le robot réalisé, un ensemble de procédures sont à
mettre en place pour permettre de valider et d’améliorer la précision de positionnement.
Identification (méthodes et automatisation). L’identification du modèle dynamique des robots
parallèles à articulations élastiques est un problème complexe. Ce travail de thèse a pu mettre en éviden-
ce l’utilité de l’identification et de proposer plusieurs méthodes pour l’effectuer. La comparaison de ces
méthodes et l’automatisation de la procédure sont encore à proposer.
Commande. Du point de vue de la commande, des recherches peuvent encore être effectuées, en par-
ticulier en ce qui concerne les erreurs de suivi de trajectoire. Pour l’instant, pour obtenir des erreurs dy-
namiques inférieures à la centaine de nanomètres, la seule solution est de limiter les vitesses de consigne.
Une vitesse et une précision plus grandes demandent des fréquences d’échantillonnage plus élevées et
des modèles dynamiques très précis.
Utilisation de l’outil manipulateur de très haute précision. Un résultat important de cette thèse
est que des outils de manipulation de très haute précision sont maintenant à la disposition du chercheur.
Ces outils permettront sans doute à des chercheurs d’effectuer de nouvelles expériences en sciences du
vivant ou en optique par exemple.
Matériaux. Des recherches peuvent être réalisées en vue de l’utilisation de nouveaux matériaux pour
la réalisation d’articulations élastiques (polymères, alliages à mémoire de forme, composites...). Le but
de ces recherches peut être soit d’obtenir des courses plus importantes, soit des propriétés spécifiques
(par exemple un comportement anisotrope).
Techniques de production lithographiques. Les techniques de production dites lithographiques
ont considérablement modifié la méthode de conception de nombreux produits microtechniques. Le sa-
voir-faire acquis dans la conception des articulations élastiques fabriquées par l’électro-érosion peut sans
doute apporter des perspectives intéressantes s’il est appliqué aux techniques de production lithographi-
ques [Gärtner 2003].
1. Mecartex SA, Z.I. Zandone, CH-6616 Losone, www.mecartex.com
Chapitre 9 1139.3  - Méthodologie
La figure 9.1 propose une synthèse en image des étapes de conception rencontrées en prenant pour exem-
ple le robot Delta3.
 Figure 9.1: Illustration des différentes étapes de la conception d’un robot de très haute précision à 
articulations élastiques.
9.3.1 - Paramètres de conception critiques
En synthèse, voici les quelques paramètres clés qui vont déterminer les performances d’un robot de très
haute précision à articulations élastiques.
Degrés de libertés. Les degrés de libertés sont définis de deux manières différentes. La première dé-
finition est donnée par la cinématique qui suppose les liaisons idéales. Une solution cinématique autorise
114 Conclusion généraledonc certains déplacements (ddl.) et en bloque d’autres. La seconde définition provient de l’utilisation
de liaisons à articulations élastiques. Ces liaisons peuvent être caractérisées par leurs modes de vibration.
Au niveau des fréquences propres, un écart peut souvent être induit entre deux groupes de modes de vi-
bration. On peut alors considérer que les vecteurs propres du groupe de modes aux fréquences propres
les plus basses définissent les degrés de libertés. Les modes du second groupe peuvent être vus comme
des modes parasites.
Masses mobiles. Lorsque les masses mobiles d’une structure augmentent, les fréquences propres chu-
tent, de même que la bande passante pouvant être atteinte avec un algorithme de commande donné. On
cherchera donc à réduire des masses le plus possible. Pour contrôler avec précision des masses très fai-
bles, il faut cependant prendre garde à la quantification de la commande et à la fréquence d’échantillon-
nage.
Raideurs naturelles. Les raideurs naturelles (correspondant aux degrés de liberté) dépendent du di-
mensionnement des articulations et de la cinématique choisie. Du point de vue de la commande, une ac-
tion intégrale ou un terme a priori doivent être ajoutés pour diminuer les erreurs statiques induites par
ces raideurs. Un compromis doit être recherché afin de garantir des fréquences propres parasites suffi-
samment élevées ainsi qu’une bonne manipulabilité de la structure tout en limitant l’énergie nécessaire
au contrôle de la structure.
Matrice de raideur.  La matrice de raideur d’une structure est donnée par rapport à un point et un re-
père. Elle détermine en partie les modes de vibration et est principalement influencée par les articulations
élémentaires et la cinématique choisie. Elle permet également de mettre en évidence les couplages sta-
tiques.
Matériau. Le choix du matériau a des conséquences sur la taille de la structure, sur les raideurs et les
masses et donc sur les fréquences propres. Plus un matériau dispose d’une grande aptitude à la déforma-
tion, plus il est possible de réduire la taille du robot. Pour certaines liaisons, cette réduction de taille en-
traîne une perte de précision (du fait des déplacements des centres instantanés de rotation par exemple).
Modes de vibration parasites. L’absence de modes propres parasites dans une plage de fréquences
allant jusqu’à deux fois la bande passante recherchée est requise afin de pouvoir garantir les performan-
ces dynamiques souhaitées.
Couplages dynamiques. Plus ou moins importants selon la structure. Deux voies sont envisageables
pour les réduire dans la bande passante utilisée. La première, mécanique, consiste à découpler dynami-
quement les différents degrés de liberté de la structure. La seconde, logicielle, consiste à modéliser ces
couplages et à en tenir compte dans la commande. La première solution est a privilégier si elle n’entraîne
pas d’autres inconvénients. Pour le cas des degrés de liberté en rotation, il est plus difficile de réaliser ce
découplage. On peut alors essayer de ne coupler qu’un minimum d’axes entre eux (par exemple 3 fois
deux axes couplés pour réaliser un robot à 6 axes).
Quantifications (mesure et commande). Les quantifications limitent les performances pouvant
être atteintes avec une structure donnée. La quantification de la commande provoque un phénomène de
cycle limite qui détermine en grande partie la répétabilité de positionnement du robot. La quantification
de la mesure contribue à dégrader les performances dynamiques atteignables. L’effet de cette quantifi-
cation peut cependant être réduit par l’utilisation d’un estimateur (de vitesse principalement) à condition
que la fréquence d’échantillonnage soit suffisamment grande.
Chapitre 9 115Etage de puissance. Le niveau de bruit et la dynamique de l’étage de puissance doivent être adaptés
à la bande passante et à la résolution désirée.
Fréquence d’échantillonnage. La fréquence d’échantillonnage doit être au moins 10 fois supérieure
à la bande passante recherchée. Si des erreurs de suivi très faibles sont exigées pour des grands déplace-
ments rapides, la fréquence d’échantillonnage devra être augmentée.
9.4  - Note finale
Une vision d’ensemble des différentes étapes de conception a été donnée. Cette vision permet au con-
cepteur de comprendre l’influence de ses choix dans le sens où elle fait apparaître les liens qui sont tissés
entre des disciplines aux langages parfois éloignés. La résistance des matériaux, la cinématique, la dy-
namique et l’automatique sont utilisées lors de la conception d’un robot parallèle de très haute précision
à articulations élastiques. Pour concevoir un système qui ne soit ni sur- ni sous-dimensionné mais pré-
sente une combinaison harmonieuse des avantages pouvant être tirés à diverses étapes de la conception,
une vision d’ensemble est indispensable. C’est cette vision que ce travail a essayé de transmettre.

Annexe A
Précision et répétabilité selon ISO 230-2
Cette annexe résume les définitions données par la norme iso 230-2 pour les termes liés à la détermina-
tion de la précision et de la répétabilité des axes en commande numérique.
Ecart de position.  Position réelle (Pij: ième point jième approche) atteinte par la partie mobile moins la
position du point visé (Pi), soit xij = Pij - Pi ;
Unidirectionnel. Concerne une série de mesurages pour lesquels l’approche du point visé est toujours
faite dans le même sens le long ou autour de l’axe (les symboles ↑↓ donnent le sens d’approche utilisé
pour un mesurage donné) ;
Bidirectionnel. L’approche du point visé est faite dans l’une quelconque des directions ;
Ecart de position unidirectionnel (resp. bidirectionnel) moyen en une position. 
Moyenne arithmétique des écarts de position obtenue pour une série de n approches unidirectionnelles
(resp. bidirectionnelles) d’une position Pi ;
Valeur de réversibilité Bi. Valeur de la différence entre les écarts de position unidirectionnels
moyens obtenue à partir des deux sens d’approche d’une position Pi ( ) ;
Valeur de réversibilité d’un axe. Valeur maximale des valeurs de réversibilité absolues de tous les
points visés le long ou autour de l’axe ;
Valeur moyenne de réversibilité d’un axe. Moyenne arithmétique des valeurs de réversibilité de
tous les points visés ;
Estimateur de l’incertitude type unidirectionnelle du positionnement en une position. Es-
timateur de l’incertitude type des écarts de position obtenus par une série d’approches n unidirectionnel-
les en une position Pi (attention au facteur n-1 correspondant à un estimateur sans biais) ;
(A.1)
Répétabilité unidirectionnelle de positionnement en une position, Ri↑. Etendue dérivée de
l’incertitude type des écarts de position unidirectionnels en une position Pi ;
(A.2)
Répétabilité bidirectionnelle de positionnement en une position, Ri. 
(A.3)
ix ↑










↑= ↑ − ↑
−
∑
4i iR s↑= × ↑
max. 2 2 ; ;i i i i i iR s s B R R = ↑ + ↓ + ↑ ↓
 
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 Figure A.1: illustration des définitions de l’écart de position moyen, de la valeur de réversibilité et 
de l’incertitude et de la répétabilité de positionnement en un point
Ecart de position systématique unidirectionnel d’un axe E↑. Différence entre le maximum et
le minimum algébriques des écarts de position unidirectionnels moyens pour un sens d’approche, en tou-
te position Pi le long de l’axe ;
(A.4)
Etendue de l’écart de position bidirectionnel moyen d’un axe, M. Différence entre le maxi-
mum et le minimum algébriques des écarts de position bidirectionnels moyens en toute position Pi le
long de l’axe ;
(A.5)
Précision unidirectionnelle de positionnement d’un axe A↑. Etendue dérivée de la combinai-
son des écarts systématiques unidirectionnels et de l’estimateur de l’incertitude type de positionnement
unidirectionnel, à l’aide d’un facteur conventionnel de 2 ;
(A.6)
Précision bidirectionnelle de positionnement d’un axe A. Etendue dérivée de la combinaison
des écarts systématiques bidirectionnels et de l’estimateur de l’incertitude type de positionnement bidi-
rectionnel, à l’aide d’un facteur conventionnel de 2 ;
(A.7)
max . min.i iE x x   ↑= ↑ − ↑
   
max. min .i iM x x   = −
   
max. 2 min. 2i i i iA x s x s   ↑= ↑ + ⋅ ↑ − ↑ − ⋅ ↑
   
max. 2 ; 2 min . 2 ; 2i i i i i i i iA x s x s x s x s   = ↑ + ⋅ ↑ ↓ + ⋅ ↓ − ↑ − ⋅ ↑ ↓ − ⋅ ↓
   
Annexe B
Méthodologie
B.1 - Vue d’ensemble
Les 5 phases de conception (hors phase 0) convergent vers un prototype en adéquation avec le cahier des
charges. Chaque phase est détaillée ci-dessous.
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122 MéthodologieB.4 - Aspects géométriques et statiques
Annexe B 123B.5 - Aspects dynamiques
124 MéthodologieB.6 - Identification et commande
Annexe C
Formulaire
Energies de déformation des poutres droites ou faiblement courbées. 
Ip: moment d’inertie polaire, I: moment d’inertie, F: section de la poutre, L: longueur de la poutre,
E: module de Young, G: module de cisaillement, ν: coefficient de Poisson 
Géométrie des articulations. 
Col circulaire (R: rayon, h0: épaisseur minimale) :
Col elliptique (a: grand rayon, c: petit rayon, h0: épaisseur minimale) :
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